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Переход 241Am и 238,239 + 240Pu из почвенной компоненты в жидкую фракцию 
рубцового содержимого жвачных животных «in vivo» и «in vitro» 
 

В.С. АВЕРИН 
 
241Am в почвенных матрицах (минеральной и органогенной) находится преимущественно в под-
вижной форме (80 % и 60 % соответственно), а под воздействием рубцового содержимого «in 
vivo» и«in vitro» этот радионуклид переходит в жидкую фракцию на одном уровне из разных поч-
венных матриц (как минеральной, так и органогенной).238,239 + 240Pu только в условиях «in vivo» со-
измеримо с америцием переходят в жидкую фазу рубцового содержимого из органогенной поч-
венной матрицы, а минеральная почвенная матрица в этих же условиях удерживает изотопы плу-
тония значительно прочнее америция. 
Ключевые слова: плутоний, америций, почвенная матрица, рубцовое содержимое. 
 
In mineral and organogenic soil matrices 241Am has predominantly a mobile form (80 % and 60 % respec-
tively). However, when affected by rumen contents in vivo and in vitro, this radionuclide is transferred to 
the liquid fraction at the same level from various soil matrices (both mineral and organogenic). In con-
trast, 238,239 + 240Pu is transferred from organogenic soil matrix into liquid phase of rumen contents only 
under in vivo conditions, whereas mineral soil matrix under the same conditions withholds plutonium iso-
topes significantly stronger than americium. 
Keywords: plutonium, americium, soil matrix, rumen contents. 
 
Введение. Без знания закономерностей распределения и миграции трансурановых эле-

ментов (ТУЭ) в экосистемах невозможна корректная оценка радиационной обстановки, а 
прогнозирование поступления радионуклидов америция и плутония в сельскохозяйственный 
сегмент биологических цепей является важным непосредственно для человека [1], [2]. Часть 
ТУЭ, которая накапливается в организме сельскохозяйственных и других животных, может 
впоследствии попасть с их мясом и субпродуктами в организм людей. Поэтому большой ин-
терес проявляют ученые всего мира к изучению особенностей поступления ТУЭ в пищевую 
цепь, всасывания их из желудочно-кишечного тракта (ЖКТ) и выявлению факторов, влияю-
щих на эти процессы [3]–[5]. 

Значимые уровни загрязнения 241Am и 238,239 + 240Pu (> 0,1 Ки/км2) чернобыльского проис-
хождения имеют место только на выведенных из сельскохозяйственного использования зем-
лях – территории Полесского государственного радиоэкологического заповедника (ПГРЭЗ). 
Об этом свидетельствуют построенные в рамках Программы Союзного государства карты ра-
диоактивного загрязнения по состоянию на 2009 г. (Атлас Россия-Беларусь). Согласно совре-
менным результатам обследований наибольшие уровни загрязнения почв изотопами плутония 
238,239+240Pu и 241Am – более 37 кБк/м2 (1 Ки/км2) зафиксированы на территории 30-ти км зоны 
ЧАЭС [6]. На прилегающих к ПГРЭЗ землях загрязнение ТУЭ находится на уровне колебаний 
глобального фона и варьирует в пределах 30–600 Бк/м2 (от 0 до 0,015 Ки/км2). 

В практике радиоэкологических исследований принято, что основным источником по-
ступления радионуклидов в продукцию животноводства являются потребляемые корма. Но 
при этом не учитывается существование другого немаловажного пути поступления радио-
нуклидов в организм – это потребление животными почвы вместе с растительным кормом, 
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что в свою очередь может привести к значительным ошибкам при прогнозировании загряз-
нения животноводческой продукции [1]. В связи с этим появилась необходимость дополни-
тельно провести исследования и установить параметры перехода ТУЭ чернобыльского про-
исхождения в модельных экспериментах. 

Материалы и методика исследований. Для количественной характеристики перехода 
радионуклидов из почвенной компоненты в жидкую фракцию рубцового содержимого коз 
использовали расчетный параметр – коэффициент распределения Kd, который представляет 
собой отношение между удельными активностями твердой фракции и жидкой фракции руб-
цового содержимого опытных животных. Концепция применения коэффициента распределе-
ния как параметра, характеризующего распределение химического элемента между жидкой и 
твердой фазами, нашла широкое применение для описания подвижности элементов в слож-
ных гетерогенных системах, например, почвах [7], [8]. 

...

...

джуд

фтуд
d А

А
K 

,                                                                  (1)
 

где Ауд.т.ф. – удельная активность радионуклида в твердой фракции, Бк·кг-1; 
Ауд.ж.д. – удельная активность радионуклида в жидкой фракции, Бк·кг-1. 
Материалом для исследований являлось рубцовое содержимое подопытных коз, полу-

чавших в течение 80 суток минеральную и органогенную почву в составе рациона, взятое 
для исследования после забоя. 

В искусственном рубце, который представляет собой камеру-термостат с поддержани-
ем температуры в пределах 38–41 ºС проводили инкубирование «in vitro» почвенных затра-
вок (минеральной и органогенной ), в течение 24 ч, в суспензии рубцового содержимого ко-
ров которая была отобрана во время забоя животных с периодическим встряхиванием емко-
сти с раствором. Общий объем смеси 0,5–1 л в зависимости от применяемых емкостей. 

Рубцовое содержимое подопытных коз, а также содержимое искусственного рубца по-
сле инкубирования почвенных затравок, было разделено на фракции с помощью лаборатор-
ной центрифуги РС-6 при скорости 2500–3000 об/мин в течение 30 мин. 

Известно, что ТУЭ в интервале рН=5–12 (биологические среды) находятся в растворах 
в коллоидном состоянии и осаждаются при центрифугировании [9]. В жидкой и твердой 
фракциях рубцового содержимого после предварительной подготовки (сушка, озоление) оп-
ределены удельные активности 241Am гамма-спектрометрически 238,239 + 240Pu методом радио-
химии [10]–[13]. 

Результаты исследований и их обсуждение. Биологически активные вещества фер-
ментативного комплекса и микрофлора ЖКТ могут по-разному влиять на переход ТУЭ из 
частиц почвы различных матриц (минеральная и органогенная). Поэтому в рамках экспери-
ментов на лактирующих животных выполнялась работа по определению количественных по-
казателей перехода 241Am и 238,239 + 240Pu из почвенной компоненты в жидкую фракцию руб-
цового содержимого коз, которое состоялось у экспериментальных животных при жизни –  
«in vivo» (таблицы 1 и 2). 

Результаты определения количественных показателей перехода, который состоялся с 
радионуклидами «in vivo» из почвенной компоненты (минеральная почва) в жидкую фрак-
цию рубцового содержимого коз, показали, что значения Kd 

241Am значительно меньше та-
ковых для изотопов плутония. Большие значения коэффициента распределения Kd 

238Pu и 
239+240Pu по сравнению с 241Am могут характеризовать: 

1. высокую (относительно америция) степень закрепления изотопов плутония в твердой 
фракции рубцового содержимого коз, получивших минеральную почвенную затравку; 

2. низкую (относительно америция) степень всасывания стенкой рубца. 
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Таблица 1 – Распределение активности ТУЭ в твердой (Атф)и жидкой (Ажф) фракциях рубцового 
содержимого коз, получившей почвенную затравку на основе минеральной почвы 

 

Масса, кг Удельная активность, Бк·кг-1 
Суммарная активность 
содержимого рубца, Бк 

Шифр  
пробы Рубцовое 

содержимое

Жидкая 
фракция 

(рубцовый 
сок) 

Рубцовое 
содержимое

Жидкая 
фракция 

(рубцовый 
сок) 

Твердая 
фракция

Рубцовое 
содержимое

Ажф Атф 

Доля ак-
тивности в 
жидкой 
фракции 

Kd 

241Am 
11-РУБ-0442 5,4 0,8 9,5 0,3 11,1 50,4 0,23 50,3 0,005 40 
11-РУБ-0440 8,8 2,6 4,6 0,1 6,5 40,3 0,24 40,1 0,006 73 
11-РУБ-0423 11,8 3,5 5,5 0,1 7,7 64,3 0,41 63,9 0,006 64 
Среднее 8,6 2,3 6,5 0,2 8,4 51,7 0,3 51,4 0,006 59 
238Pu 
11-РУБ-0442 5,4 0,8 14,5 0,1 17,1 77,7 0,09 77,6 0,001 156 
11-РУБ-0440 8,8 2,6 6,4 0,1 9,1 56,1 0,16 55,9 0,003 152 
11-РУБ-0423 11,8 3,5 9,0 0,1 12,7 106,2 0,24 106,0 0,002 181 
Среднее 8,6 2,3 10,0 0,1 13,0 80,0 0,2 79,8 0,002 163 
239 + 240Pu 
11-РУБ-0442 5,4 0,8 33,2 0,2 39,2 177,9 0,20 177,8 0,001 163 
11-РУБ-0440 8,8 2,6 14,6 0,1 20,8 127,9 0,34 127,6 0,003 160 
11-РУБ-0423 11,8 3,5 20,1 0,2 28,3 237,2 0,52 236,7 0,002 189 
Среднее 8,6 2,3 22,6 0,2 29,5 181,0 0,4 180,7 0,002 171 

 
Параметр Kd– коэффициенты распределения всех ТУЭ (241Am, 238Pu и 239 + 240Pu) во 

фракциях рубцового содержимого сопоставимы для подопытных коз, получивших органо-
генную почвенную затравку. Кроме того, величины Kd 

241Am для обоих типов почвенных 
затравок (минеральной и органогенной) также совпадают. 

В отличие от америция изотопы плутония (238Pu и 239 + 240Pu) имеют различия в величи-
не Kd в зависимости от типа матрицы почвенной затравки – этот параметр в три раза выше 
для минеральной почвенной затравки. 

 
Таблица 2 – Распределение активности ТУЭ в твердой и жидкой фракциях рубцового содержимого 
коз, получившей почвенную затравку на основе органогенной почвы 

 

Масса, кг Удельная активность, Бк·кг-1 
Суммарная активность 
содержимого рубца, Бк 

Шифр  
пробы 

Рубцовое  
содержимое 

Жидкая 
фракция 

(рубцовый 
сок) 

Рубцовое 
содержимое

Жидкая 
фракция 

(рубцовый 
сок) 

Твердая 
фракция

Рубцовое 
содержимое

Ажф Атф 

Доля  
активности в 

жидкой  
фракции 

Kd 

241Am 
12 РУБ-67 12,4 4,5 7,7 0,2 12,0 45,2 0,9 94,3 0,009 54,3 
12 РУБ-58 9,5 3,2 14,5 0,5 21,7 137,3 1,5 135,7 0,011 45,8 
12 РУБ-51 6,1 2,3 34,7 0,6 55,7 212,8 1,4 211,4 0,006 95,1 
Среднее 9,3 2,3 18,9 0,4 29,8 148,4 1,3 147,1 0,009 66,7 
238Pu 
12 РУБ-67 12,4 4,5 1,73 0,05 2,7 21,4 0,22 21,2 0,010 35,2 
12 РУБ-58 9,5 3,2 2,68 0,07 4,0 25,5 0,21 25,3 0,008 61,3 
12 РУБ-51 6,1 2,3 6,71 0,16 10,7 41,2 0,38 40,8 0,009 65,5 
Среднее 9,3 2,3 3,7 0,1 5,8 29,3 0,3 29,1 0,009 60,7 
239 + 240Pu 
12 РУБ-67 12,4 4,5 3,48 0,11 6,2 49,2 0,50 48,7 0,010 55,0 
12 РУБ-58 9,5 3,2 5,76 0,16 8,7 54,7 0,51 54,2 0,009 55,3 
12 РУБ-51 6,1 2,3 15,3 0,38 24,6 94,1 0,88 93,3 0,009 65,3 
Среднее 9,3 2,3 8,4 0,2 13,1 65,4 0,6 66,0 0,009 58,5 
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Сопоставление параметров Kd
241Am, 238Pu и 239 + 240Pu в рубцовом содержимом с фор-

мами нахождения этих радионуклидов в минеральной и органогенной почвенных матрицах 
свидетельствует о неоднозначной их взаимосвязи. Как правило, более высокое содержание 
ТУЭ в неподвижной фракции самой почвы обусловливает и высокое содержание радионук-
лида в твердой фракции рубцового содержимого, что в свою очередь, обусловит высокие по-
казатели параметра Kd. На рисунке 1 представлена связь параметров Kd и содержания изу-
чаемых ТУЭ в неподвижной форме почвенной матрицы. 

 

 

239+240Pu 

241Am 241Am
239+240Pu 

 

Рисунок 1 – Связь Kd коэффициента распределения ТУЭ (241Am и 239 + 240Pu) в рубцовом содержимом 
коз«in vivo» и неподвижной формой нахождения радионуклидов в минеральной  

и органогенной почвенных затравках 
 

Результаты экспериментов показали, что между величиной Kd и содержанием радионук-
лида в неподвижной фракции минеральной почвы по всем ТУЭ(241Am и 238,239 + 240Pu) наблюда-
ется прямая связь – чем больше содержится ТУЭ в неподвижной фракции самой почвы, тем 
сильнее твердая фракция рубцового содержимого удерживает эти радионуклиды. В случае ор-
ганогенной почвы такая связь не проявляется – 241Am и 238,239 + 240Pu имеют близкие величины 
Kd (таблица 2),что свидетельствует о соизмеримом извлечении этих радионуклидов из органо-
генной почвенной матрицы в условиях «in vivo» Следовательно, можно констатировать, что 
между величиной коэффициента распределения Kd, который представляет собой отношение 
удельных активностей твердой фракции и жидкой фракции рубцового содержимого подопыт-
ных животных, и содержанием радионуклида в неподвижной фракции самой почвы не уста-
новлено однозначной взаимосвязи. В условиях «in vivo» преобладающее действие на места за-
крепления 241Am и 238,239 + 240Pu в матрице почвенной затравки оказывает работающая микро-
флора рубца, которая способна переработать материал органогенной затравки гораздо актив-
нее, чем минеральной. Поэтому группа органических соединений 241Am и 238,239 + 240Pu, которая 
остается в неподвижной фазе почвы при обработке 1н раствором соляной кислоты при ком-
натной температуре (рН < 1,0), подвергается разложению под воздействием микробиологиче-
ской обработки, и закрепленные органикой ТУЭ могут переходить в раствор. 

Таким образом, установлено, что уже на этапе рубца проявляются различия в поведе-
нии америция и изотопов плутония во внутренних средах живого организма – в зависимости 
от матрицы, несущей эти радионуклиды, они по-разному извлекаются из твердой фазы руб-
цового содержимого и переходят в жидкую фазу. Перешедшие в жидкую фракцию рубцово-
го содержимого растворимые соединения америция и изотопов плутония могут включаться в 
процессы всасывания в стенках самого рубца в виде ацетатов или других соединений [3]. 
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С целью приблизить условия «in vitro» к условиям «in vivo» соотношения почвенной 
компоненты к рубцовой суспензии в условиях эксперимента «in vitro» были выбраны для 
минеральной почвы 1:10, для органогенной почвы 1:20. 

Суспензия рубцового содержимого коров была отобрана во время забоя животных. Инку-
бирование «in vitro» почвенных затравок (минеральной и органогенной ) в суспензии рубцового 
содержимого коров было проведено в течение 24 ч с использованием искусственного рубца. 

Результаты определения241Am и 238,239 + 240Pu в выделенных фракциях после инкубиро-
вания почвенных затравок in vitro в рубцовой суспензии КРС представлены в таблице 3. 

 
Таблица 3 – Распределение активности 241Am,238Pu, 239 + 240Pu в твердой и жидкой фракциях рубцовой 
суспензии КРС в эксперименте in vitro 

 

Почвенная затравка 
Соотношение 

фаз 
Масса 

общая, кг

Рубцовая 
суспензия, 

Бк/кг 

Жидкая 
фракция, 
Бк/кг 

Твердая 
фракция, 
Бк/кг 

Kd, 

241Am 
Минеральная 1:10 0,88 122,0 17,2 535,2 31,1 
Органогенная 1:20 0,84 304,0 42,3 1274,2 30,1 
238Pu 
Минеральная 1:10 0,88 32,5 4,0 144,8 36,6 
Органогенная 1:20 0,84 136,4 4,3 626,4 147,4 
239 + 240Pu 
Минеральная 1:10 0,88 69,6 8,4 255,1 30,4 
Органогенная 1:20 0,84 308,2 9,1 1417,0 155,7 

 
Анализ данных таблицы 3 свидетельствует о том, что коэффициент распределения Kd, 

который представляет собой отношение между удельными активностями радионуклидов в 
твердой и жидкой фракции рубцового содержимого, значительно различается для 241Am и 
изотопов плутония. Так, Kd 

241Am имеет одинаковые численные значения, как для минераль-
ной, так и для органогенной почвенной затравки, а Kd изотопов плутония варьирует в зави-
симости от типа почвенной матрицы. Параметр Kd 

238Pu, 239 + 240Pu в 5 раз больше для органо-
генной затравки, чем Kd 

241Am, что свидетельствует о более высокой степени удерживания 
in vitro изотопов плутония в органогенной затравке (почве). 

Таким образом, после инкубирования почвенных затравок «in vitro» в рубцовой суспензии 
КРС установлено, что переход ТУЭ в жидкую фракцию рубцового содержимого состоялся: 

1. 241Am и 238,239 + 240Pu на одинаковом уровне для минеральной почвенной матрицы; 
2. 241Am на одинаковом уровне, как для минеральной почвенной матрицы, так и для ор-

ганогенной; 
3. изотопы 238Pu, 239+240Pu значительно (до 5 раз) интенсивнее извлекаются из мине-

ральной матрицы по сравнению с органогенной. 
В целом, по данным экспериментов с почвенными вытяжками, а также «in vivo» и «in 

vitro» с рубцовым содержимым жвачных животных можно сделать итоговые выводы о пове-
дении ТУЭ – 241Am и 238,239 + 240Pu в изучаемых средах: 

– 241Am в почвенных матрицах (минеральной и органогенной) находится преимущест-
венно в подвижной форме (80 % и 60 % соответственно), а под воздействием рубцового со-
держимого «in vivo» и «in vitro» этот радионуклид переходит в жидкую фракцию на одном 
уровне из разных почвенных матриц (как минеральной, так и органогенной); 

– 238,239 + 240Puтолько в условиях «in vivo»соизмеримо с америцием переходят в жидкую 
фазу рубцового содержимого из органогенной почвенной матрицы, а минеральная почвенная 
матрица в этих же условиях удерживает изотопы плутония значительно прочнее америция; 

– другие условия экстрагирования (инкубирование в рубцовой суспензии «in vitro», по-
следовательное воздействие общепринятыми десорбентами – дистиллированная вода, 1 н 
растворы ацетата аммония и соляной кислоты) – извлекают изотопы плутония из органоген-
ной почвенной матрицы гораздо меньше, чем из минеральной матрицы. 
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Заключение. Таким образом, проведенные исследования позволили охарактеризовать 
показатели перехода 241Am и 238,239 + 240Pu из почвенной компоненты в рубцовую жидкость 
коров «in vitro» и коз «in vivo» дифференцированно по почвенным матрицам – органогенной 
и минеральной. Установлено, что соотношение условно неподвижных и биологически под-
вижных форм нахождения америция и плутония в почвенной матрице не сохраняется при 
попадании почвенного материала в ЖКТ животного. В условиях «in vivo» происходит соиз-
меримый с америцием переход изотопов плутония из органогенной почвенной матрицы в 
жидкую фазу рубцового содержимого жвачных животных. 
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Показано значение экспорта древесины для экономики Республики Беларусь и доля в нем предпри-
ятий лесного хозяйства. В экспорте древесины предприятиями лесного хозяйства преобладает ба-
лансовая древесина и пилопродукция. Беларусь имеет незначительную долю в общемировом произ-
водстве и экспорте древесины и вынуждена приспосабливаться к существующим рынкам и ценам. 
Ключевые слова: экспорт, древесина, лесные ресурсы, пиломатериалы, балансовая древесина. 
 
Value of export of wood for the economy of the Republic of Belarus and a share of the enterprises of forestry 
in it is shown. Pulpwood and sawn timber export prevails in forest enterprises. Belarus has an insignificant 
share in the global production and export of wood, and has to adapt to the existing markets and prices. 
Keywords: export, wood, forest resources, timber, balance wood. 
 
Введение. Беларусь является экспортноориентированной страной. Более 70 % продук-

ции, выпускаемой в Беларуси, поставляется на экспорт. Вызвано это тем, что у нас недоста-
точно сырьевых ресурсов (нефть, газ, металлы и т. д.) и их приходиться импортировать по 
высоким ценам. Кроме того, климатические условия Беларуси не позволяют получить ряд 
овощей и фруктов, ставших за последние годы традиционными продуктами потребления бе-
лорусов, которые выращивают в тропическом и субтропическом климате. 

В белорусском экспорте преобладают товары перерабатывающей промышленности: 
нефтепродукты (бензин, соляр и т. д.), продукция машиностроения, бытовая техника, калий-
ные удобрения и т. д. Выпуск такой продукции требует больших материальных и трудовых 
затрат, а рентабельность их продаж невысока. Поэтому важно расширять ассортимент экс-
портируемых товаров. 

Одним из важных экспортных ресурсов является древесина. Она представляет собой 
один из немногих природных ресурсов, которыми богата страна. Особую ценность этому ре-
сурсу придает его возобновляемость, что делает его практически неисчерпаемым. 

Леса в нашей стране занимают свыше 8,4 млн. га и имеют запас древесины 1,5 млрд. м3 
[1]. Объём ежегодных заготовок древесины достиг 15 млн.м3. За последние годы объемы ле-
созаготовок постоянно увеличиваются [2]–[3]. Этого количества достаточно для удовлетво-
рения внутренних потребностей и получения значительных валютных поступлений от ее 
экспорта [4]–[5]. 

В советское время БССР экспортировала, вывозя в другие республики СССР и за 
внешнюю границу, около одного миллиона кубометров лесной продукции (в переводе на 
круглый лес), в основном мебель и фанеру [3], [6]. В последние десятилетия экспорт древе-
сины и изделий из нее значительно вырос. В целом лесной комплекс обеспечивает поступле-
ние в страну около 900 млн. долларов США. При этом доля лесного хозяйства доходит до 
120–140 млн. долларов. С начала 2000-х гг. у нас запрещен экспорт необработанной древе-
сины (кругляка) как экономически невыгодный. Исключение сделано только для мелкото-
варной древесины (балансы, дрова и т. п.), переработать которую на месте было невозможно 
из-за отсутствия соответствующих мощностей. В настоящее время завершается реконструк-
ция предприятий концерна «Беллесбумпром», что позволит перерабатывать всю заготовлен-
ную древесину, и с 2015–2016 гг. вывозиться за рубеж будут только изделия из древесины. 

Прекращение вывоза необработанной древесины создает новые трудности. Дело в том, 
что реализация сырья обычно не вызывает проблем, его покупают охотно и в любых количе-
ствах, о чем свидетельствуют результаты торгов на бирже и анализ мировых рынков [7]–[10]. 
Продавая готовые изделия, мы работаем в конкурентной среде. Поэтому здесь надо знать 
мировые рынки, логистику поставок и другие составляющие для успешного продвижения 
наших товаров. Поэтому изучение названных вопросов, которым посвящена статья, является 
актуальным. 
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Материалы и методика исследований. Материалом для настоящего исследования яви-
лись открытые статистические и ведомственные данные, приведенные в списке литературы 
[1], [3]–[10]. Сведения об объёмах экспорта имеются у нас в основном за 2012 г. В после-
дующие годы, хотя и произошли некоторые изменения, но принципиальных подвижек не 
произошло. Для примера экспортных возможностей использовали данные по конкретным 
лесхозам, в основном по Гомельскому лесхозу, который типичен для анализа экспорта лес-
хозами Беларуси. 

Методика выполнения работы включала общепринятые экономические, лесоводствен-
ные и лесоустроительные методы [11]–[18]. Использовался также системный анализ и мате-
матическое моделирование [19]–[20]. 

Результаты и обсуждение. Предприятия лесного хозяйства имеют значительное положи-
тельное сальдо во внешней торговле. Так, в 2012 г. импорт техники для лесного хозяйства со-
ставил 7,6 млн. долларов, а экспорт товаров и услуг около 120 млн. долларов. Больше всего за 
2012 г. поставили на экспорт лесопродукции и оказали услуг: Осиповичский опытный лесхоз – 
3,14 млн. долл., Стародорожский опытный лесхоз – 2,7 млн., Столбцовский опытный лесхоз – 
2,6 млн. долларов. Предприятия Минлесхоза экспортируют древесину и изделия из нее в 19 
стран: Россию, Германию, Великобританию, Норвегию, Швецию, Финляндию, Эстонию, Лат-
вию, Литву, Данию, Нидерланды, Бельгию, Францию, Австрию, Молдову, Польшу, Испанию, 
Венгрию, Чехию. Товарная структура экспорта Минлесхоза показана на рисунке 1. 
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Рисунок 1 – Товарная структура экспорта лесхозами Беларуси 
 
Возможности экспорта зависят от мирового рынка лесоматериалов. По данным Food 

and Agriculture Organization of the United Nations, общая площадь лесных массивов в мире 
составляет около 4 млрд. га. Крупнейшими массивами лесов располагают такие государства, 
как Российская Федерация, Бразилия, Канада, США, Китай, Австралия. На долю Российской 
Федерации приходится 25 % площади мировых лесов, на долю Бразилии –12 %, Канады и 
США – по 8 %, Китая – 5 %, Австралии – 4 %. Также значительные площади имеются в Су-
дане, Индии, Перу, Мексике, Колумбии, Боливии, Анголе, Замбии, Венесуэле, Новой Зелан-
дии, в некоторых европейских государствах, а также в ряде других стран. 

Сегодня в мире сложилось 2 крупнейших рынка необработанных лесоматериалов: ев-
ропейский и восточно-азиатский. На эти 2 рынка приходится 85 % мирового импорта рас-
сматриваемой продукции, причем рынки показывают постоянный рост. За их пределами су-
ществуют 4 крупных импортера: Канада, США, Индия и Турция. 
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По данным Wood Resources International, с 2010 по 2011 гг. мировая торговля хвойными 
пиломатериалами выросла на 25 % после резкого спада в 2008 и 2009 гг. в результате гло-
бальной рецессии. Импорт вырос в Китае, Японии, Испании и Южной Корее, в то время как 
импорт упал в США, Великобритании, Франции и Египте (в среднем на 5–10 %).Тенденцию 
роста спроса на пиломатериалы для строительства на Ближнем Востоке и Северной Африке 
прервали революция в Египте, гражданская война в Ливии и беспорядки в Алжире, которые 
создали временный хаос и неопределенность. 

Крупнейшими мировыми экспортерами круглого леса являются Россия, США, Герма-
ния, Малайзия, Новая Зеландия и Канада. Крупнейшие мировые импортеры круглого леса: 
Китай, Финляндия, Япония, Швеция и Австрия. Согласно данным Food and Agriculture 
Organization of the United Nations, ежегодно в мире производится около 425 млн. м3 пилома-
териалов. Объем производства круглого леса: в 2011 г.: в США – 284 млн. м3, в Канаде –
141,9 млн. м3, в России – 109 млн. м3, в Швеции – 66,2 млн. м3, в Финляндии – 50,6 млн. м3. 

Анализируя приведенные данные, видим, что Беларусь занимает очень скромную долю 
на мировом рынке лесоматериалов. Она не может диктовать здесь условия продажи цены и 
должна приспосабливаться с существующему положению. Поэтому целесообразно сделать 
анализ рынка. 

По данным Wood Resources International LLC, во 2 квартале 2012 г. цены на лесомате-
риал упали практически во всех важнейших регионах мира. Западная часть США и Британ-
ская Колумбия были единственным исключением, благодаря сильному экспорту пиломате-
риалов в Азию и повышенному спросу на пиломатериалы в США. 

Во 2 квартале 2012 г. глобальный индекс цен на пиловочник (GSPI) упал до 82,9 долл. 
США за куб. м. По сравнению с 1 кварталом 2012 г. GSPI снизился на 3,4 %, по сравнению 
со 2 кварталом 2011 г. – на 11,5 %. 

Во 2 квартале 2012 г. цены на древесную щепу и балансовую древесину упали во всех 
регионах. Нестабильность на целлюлозно-бумажных рынках, снижение цен на бумагу яви-
лись главными факторами снижения цен на древесное волокно. 

Индекс цен на мягкую древесину хвойных пород (SFPI) упал на 4,1 % во 2 квартале 
2012 г. до 100,54 долл. США за абсолютно сухую тонну (по сравнению с предыдущим квар-
талом). Самое большое снижение цен произошло в Бразилии, северо-западе США, Австра-
лии и в восточной части Канады. 

Индекс цен на твердую древесину лиственных пород (НFPI) упал по сравнению с пре-
дыдущим кварталом на 4,4 % во 2 квартале 2012 г. до 100,88 долл. США за абсолютно сухую 
тонну. Лидерами рынка являются Северная Америка, Европейский союз, Китай, Ближний 
Восток и Северная Африка и некоторые другие страны. 

По данным EUWID, в 1 квартале 2013 г. потребление хвойных пиломатериалов в Се-
верной Америке составило 26 млн. м3, увеличившись по сравнению с соответствующим пе-
риодом 2012 г. на 6 %. Главным фактором, повлиявшим на незначительный рост спроса, бы-
ли благоприятные погодные условия, которые позволили продолжать строительные работы в 
течение всего зимнего периода и в США, и в Канаде. 

В 1 квартале 2013 г. объем продаж Северной Америки хвойных пиломатериалов увели-
чился на 8 %, объем запасов данной продукции одновременно сократился на 6–7 %. В 1 
квартале 2013 г. объем экспорта Северной Америки хвойных пиломатериалов в Китай соста-
вил 3,6 млн. м3, что на 18 % больше, чем в аналогичном периоде 2012 г. Однако, несмотря на 
общее увеличение объема экспорта по сравнению с показателями прошлого года, темпы рос-
та экспорта США замедлились с начала 2013 г., а Канады – увеличились. 

В США отмечалась тенденция роста цен на самые распространенные сорта пиломате-
риалов хвойных пород. По данным Random Lengths, в конце апреля 2012 г. цена на пилома-
териалы SYP в южном и западных регионах США составила 137 долл. США/м3 (FOB завод), 
что на 13 % выше уровня конца 2011 г., цена на ель Дугласа составила 131 долл. США/м3 
(FOB завод), т. е. на 18 % больше, чем в конце 2011 г. Цена на пиломатериалы сосновых по-
род в южной части США выросла в рассматриваемом периоде на 35 %. 
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Цена на пиломатериалы SPF в Канаде в конце апреля 2012 г. составила 121 долл./м3 в 
Британской Колумбии, что на 9 % больше по сравнению с концом 2011 г., и 160 долл. 
США/м3 в западном регионе Канады, т. е. на 10 % выше уровня конца 2011 г. Цены на пило-
материалы пихтовых пород увеличились в рассматриваемом периоде на 30 %. 

К концу октября 2012 г. в Великобритании была отмечена тенденция снижения общего 
уровня цен на пиломатериалы хвойных пород: как внутреннего производства, так и внешне-
го. Причем объемы продаж в юго-восточном регионе Англии были выше, чем в центральных 
графствах и северном регионе. 

В Австрии в конце октября 2012 г. отмечался устойчивый спрос на хвойные пиловоч-
ные бревна. Однако поставки еловых бревен, по информации представителей лесопильной 
промышленности, были недостаточными. Результатом дисбаланса спроса и предложения 
стал небольшой рост цен на круглый лес хвойных пород. 

В сентябре 2012 г. в Германии было отмечено незначительное снижение спроса на пи-
ломатериалы хвойных пород по сравнению с аналогичным периодом 2011 г. 

Объем продаж круглого леса в Испании, проводимых Управлением лесного хозяйства, 
составил в 1 полугодии 2012 г. 1,294 млн. м3 на сумму 32,6 млн. евро. В результате данных 
сделок было продано 198,8 тыс. м3 эвкалипта шаровидного, 195,1 тыс. м3 сосны приморской 
и 193,2 тыс. м3 сосны обыкновенной. 

Высокий объем импорта сосновых пиломатериалов в первые 2 месяца 2012 г. на терри-
торию государств Ближнего Востока и Северной Африки позволили стабилизировать сезон-
ный спрос на пиломатериалы в данных регионах. 

В целом, на Ближнем Востоке в начале 2 квартала 2012 г. отмечался высокий спрос на 
пиломатериалы. В апреле 2012 г. средние цены на нестроганые еловые пиломатериалы KD 
составили 245–250 долл./м3 (CIF Джидда). 

Как отмечают эксперты рынка, в рассматриваемых регионах появляется тенденция уве-
личения поставок низкокачественного круглого леса, соответственного более дешевого, вме-
сто традиционного. Во 2 полугодии 2012 г. в Египте не было отмечено роста спроса на пи-
ломатериалы в виду большого объема импорта данной продукции ещё в начале 2012 г. из За-
падной Европы и Финляндии. В Алжире в апреле 2012 г. спрос на пиломатериалы соответст-
вовал уровню спроса предыдущего года, но цена оказались ниже показателя апреля 2011 г и 
составила180 евро/м3 (CIP). На территории Марокко и Туниса отмечался высокий спрос на 
пиломатериалы в начале 2-го квартала 2012 г. В результате в апреле цена на данную продук-
цию достигла 183–185 евро/м3 (CIP). 

В Китае существует нехватка древесины хвойных пород. Самостоятельно Китай пыта-
ется решить эту проблему путем увеличения площадей хвойных лесов, однако хвойные де-
ревья являются медленно растущими. Поэтому большую часть импорта древесины Китая со-
ставляют именно хвойные породы (70 %). 

Также Китай имеет огромные площади лесов быстрорастущих лиственных пород, та-
ких как популярный эвкалипт. Однако эвкалипт является лиственной породой древесины 
низкого качества. По данным Pallet Enterprise Magazine, по итогам 1 полугодия 2012 г. наи-
больший объем импорта в Китай пиломатериалов лиственных пород пришелся из Таиланда 
(в основном пиломатериалы низкого качества). Второй по величине поставщик пиломате-
риалов в Китае – США (с 20 % долей рынка), далее идут Индонезия (14 %) и Россия (13 %). 
Следует отметить, что США являются лидером в Китае среди поставщиков лиственных пи-
ломатериалов высокого качества. 

По данным EUWID, объем производства пиломатериалов в Российской Федерации в 
мае 2012 г. составил 1,8 млн. м3, что на 5,4 % больше, чем в мае 2011 г., но на 4 % меньше, 
чем в апреле 2012 г. В целом объем производства пиломатериалов в Российской Федерации в 
январе–мае 2012 г. составил 8,4 млн. м3. 

Анализируя рынки нельзя обойти вниманием возможности доступа на них. Этот доступ 
определяют импортные пошлины разных государств, которые защищают своего производи-
теля. Средние импортные таможенные пошлины на древесину установлены в следующих 
размерах для крупнейших мировых импортеров исследуемой продукции: 
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– США: 0,4 % (максимальная пошлина: 14 %); 
– Канада: 1,5 % (максимум: 16 %); 
– ЕС: 0,9 % (максимум: 10 %); 
– Китай: 5 % (максимум: 20 %); 
– Япония: 1 % (максимум 10 %). 
Целесообразно также рассмотреть прогноз производства и потребления на важнейших 

мировых рынках. По прогнозам Wood Resources International LLC, производство и потребле-
ние основных видов лесопродукции значительно возрастет к 2030 г. Производство промыш-
ленного круглого леса, пиломатериалов, древесно-стружечных материалов, бумаги и карто-
на, как ожидается, увеличится более чем на 40 % до 2030 г. Одним из важнейших факторов 
роста станет использования древесины в качестве источника энергии в результате политики 
поощрения более широкого использования возобновляемых источников энергии. Наиболее 
высокие темпы роста потребления будут оставаться в Азиатском регионе, который будет ос-
новным производителем и потребителем древесных плит, бумаги и картона, хотя потребле-
ние на душу населения будет оставаться выше в Европе и Северной Америке. 

В средне- и дальнесрочной перспективе в Белоруссии следует увеличить производство 
ценной хвойной древесины, на которую будет повышенный спрос и высокая цена. 

Выводы. В целом по Республике Беларусь в 2012 г. лесхозами отгружено на экспорт 
1,9 млн. м3 лесоматериалов круглых (106 % к уровню прошлого года) и 191,8 тыс. м3 пило-
продукции (126,2 % к уровню прошлого года). От экспорта лесопродукции и услуг организа-
циями Минлесхоза получено 111,6 млн. долл., из них от лесопродукции 109,6 млн. долл., от 
услуг – 2 млн. долл. В последующие годы экспорт по Минлесхозу возрастал. 

Структура экспорта лесопродукции Минлесхоза в стоимостном выражении в 2012 г. 
сложилась следующая: балансовая древесина занимает 36 % (в 2011 году – 56,7 %), пилопро-
дукция 27,8 % (в 2011 г. – 22 %). Среди прочей экспортируемой лесопродукции сырье древес-
ное технологическое составляет 18,1 % (2011 г. – 13 %), оцилиндрованная и окоренная древе-
сина 4,6 % (в 2011 г. – 3 %), пиловочник мягколиственных пород 1,8 % (в 2011 г. – 1,2 %). 

Общая площадь лесных массивов в мире составляет около 4 млрд. га. На долю Россий-
ской Федерации приходится 25 % площади мировых лесов, на долю Бразилии – 12 %, Кана-
ды и США – по 8 %, Китая – 5 %, Австралии – 4 %. 

Ежегодно в мире производится около 425 млн. м3 пиломатериалов. Объем производст-
ва круглого леса: в 2011 г.: в США – 284 млн. м3, в Канаде – 141,9 млн. м3, в России – 
109 млн. м3, в Швеции – 66,2 млн. м3, в Финляндии – 50,6 млн. м3. 

Наиболее перспективным европейским рынком для нас является рынок Германии. Пла-
нируется к 2015 г. перенаправить продажи с Бельгии в Германию. 
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Всего в исследованных почвах городов (Гомель и Новосибирск) обнаружено 63 вида почвенных 
водорослей и цианобактерий, относящихся к 42 родам, 38 семействам, 19 порядкам, 7 классам, 
4 отделам. Изменения таксономической организации альго-цианобактериофлоры могут служить 
показателями состояния окружающей среды, в частности, диагностировать степень нагрузки. В 
зависимости от степени антропогенного прессинга (загруженность транспортных магистралей) 
меняется соотношение доминирующих таксонов различных рангов. Наряду с однотипностью го-
родской альго-цианобактериофлоры (городов Гомеля и Новосибирска), прослеживается опреде-
ленная специфика таксономической структуры, которая связана с почвенно-экологическими осо-
бенностями исследованных почв городских газонов. 
Ключевые слова: почвенные водоросли, цианобактерии, городские почвы, таксономическая 
структура водорослей и цианобактерий. 
 
In the soils of the studied cities (Gomel and Novosibirsk) it was found 63 species of soil algae and 
Cyanobacteria belonging to 42 genera, 38 families, 19 orders, 7 classes, 4 departments. Changes in taxo-
nomic organization algoflora can serve as environmental indicators, in particular, it is possible to diag-
nose the degree of stress. Depending on the degree of anthropogenic pressure (loaded highways) the ratio 
of the prevailing taxa of different ranks is changing. Along with the uniformity of algoflora of the city 
(cities of Gomel and Novosibirsk), some specifics, which is associated with soil and environmental char-
acteristics of the soils of urban lawns is traced. 
Keywords: soil algae, cyanobacteria, urban soil, taxonomic structure of algae and cyanobacteria. 
 
Введение. Средопреобразующая деятельность человека на территории города приводит 

к изменению не только абиотической группы факторов, но биотической [1]. Оценка качества 
среды производится по ряду природных параметров, причем лидирующие позиции в совре-
менном экологическом мониторинге принадлежат биологическим тест-объектам и биоинди-
катором. Этот факт обусловлен достаточно небольшими финансовыми затратами и неоспо-
римой надежностью полученных результатов – ответ живой системы на воздействие различ-
ного рода факторы. В условиях постоянного загрязнения выбросами автотранспорта и реа-
гентами зимнего ухода за дорожным покрытием водорослевые группировки обочин и газо-
нов вдоль автомобильных дорог часто находятся под воздействием ряда стрессоров [1]–[4]. 
Происходит изменение видового разнообразия водорослей, наблюдаются значительные пе-
рестройки в составе альгогруппировок, некоторые виды исчезают, могут появляться и новые 
виды. Целью данного исследования было изучение видового состава почвенных водорослей 
и цианобактерий некоторых улиц города Гомеля и Новосибирска. 

Материалы и методика исследований. Материалом для исследования послужили ре-
зультаты обработки почвенных образцов, отобранных на территории города Гомеля и Ново-
сибирска по общепринятой в почвенной альгологии методике [5]. 

Город Гомель – второй по численности населения город в Беларуси, крупный транс-
портный узел и развитый промышленный центр с интенсивным ведением пригородного 
сельского хозяйства. В Гомеле почвенные образцы были отобраны на придорожных газонах 
некоторых улиц: 1) улица Кирова (Кир) – узкая (трехполосное движение), характеризуется 
интенсивным транспортным потоком, имеется движение общественного транспорта, разре-
шен проезд грузовых автомобилей; 2) улица Советская (Сов) – широкая (шестиполосное 
движение), с интенсивным движением легкового и общественного транспорта, проезд грузо-
виков запрещен; 3) улица Старочерниговская (Ст-ч) – узкая (двухполосное движение немно-
гочисленного легкового транспорта), отсутствует общественный и грузовой транспорт. 
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Город Новосибирск является индустриальным центром Западной Сибири, расположен 
в юго-восточной части Западно-Сибирской равнины. В Новосибирске почвенные образцы 
были отобраны на придорожных газонах некоторых улиц: 1) улица Немировича-Данченко – 
широкая (четырехполосное движение), характеризуется интенсивным транспортным пото-
ком, имеется движение общественного транспорта, разрешен проезд грузовых автомобилей; 
2) улица Проспект К. Маркса – широкая (шестиполосное движение), с интенсивным движе-
нием легкового и общественного транспорта, проезд грузовиков запрещен; 3) улица Ново-
годняя – узкая (двухполосное движение немногочисленного легкового транспорта), отсутст-
вует общественный и грузовой транспорт. 

При установлении видового состава водорослей и цианобактерий использовали культу-
ральные методы: почвенные культуры со стеклами обрастания и агаровые культуры [5], [6]. 
Степень развития водорослей и цианей оценивали по 3-балльной шкале Р.Р. Кабирова [1]. 
Систематическое положение объектов приводили в соответствии с [6]; для видов, отсутст-
вующих в данной сводке, – по данным сайтов Algaebase [7] и СуanoDB [8].  

Результаты исследований и их обсуждение. Всего в исследованных почвах городов 
(Гомель и Новосибирск) обнаружено 63 вида почвенных водорослей и цианобактерий, отно-
сящихся к 42 родам, 38 семействам, 19 порядкам 7 классам, 4 отделам (таблица 1). 

 
Таблица 1 – Таксономическая структура почвенных водорослей и цианобактерий придорожных 
газонов некоторых улиц г. Гомеля и г. Новосибирска 

 

Гомель Новосибирск 
Количество таксонов Количество таксонов Отдел 

классов порядков семейств родов видов классов порядков семейств родов видов 

Chlorophytа 4 10 17 20 26 3 6 11 15 22 
Bacillariophyta 1 3 6 7 12 1 1 3 3 6 
Cyanobacteria 1 3 6 6 11 3 5 10 17 33 
Xanthophyta 1 2 3 3 4 3 4 4 6 8 
Всего 7 18 32 36 53 10 16 28 41 69 

 
На долю зеленых водорослей в почвах Гомеля приходилось 49,1 % всех видов, диато-

мовых – 22,6 %, цианобактерий – 20,8 %, желто-зеленых водорослей – 7,5 %. Преобладание 
Chlorophyta в почвах г. Гомеля согласуется с литературными данными [1]–[4]. Внутри отдела 
наиболее многочисленными были порядки Scenedesmales (6 видов из родов Bracteacoccus, 
Neochloris, Scotiellopsis, Keratococcus и Chlorolobion) и Chlorellales (5 видов родов Chlorella и 
Stichococcus). Также были обнаружены представители порядков Volvocales (виды рода 
Chlamydomonas), Chlorococcales (виды родов Chlorococcum и Tetracystis), Protosiphonales (ви-
ды родов Chlorosarcinopsis, Desmotetra, Neospongiococcum, Geminella), Microthamniales (виды 
родов Leptosira и Microthamnion), Trebouxiales (виды рода Myrmecia), Choricystidales (виды 
рода Pseudococcomyxa), Codiolales (виды рода Ulothrix), Klebsormidiales (виды рода 
Klebsormidium). Все семейства зеленых водорослей были маловидовыми. Среди 
Bacillariophyta наиболее многочисленным был порядок Naviculales – 10 видов – 83,3 % обще-
го числа видов диатомей (виды родов Luticola, Pinnularia, Caloneis, Navicula и Stauroneis). В 
отделе Cyanobacteria наиболее представленным был порядок Oscillatoriales (5 видов родов 
Phormidium и Microcoleus из Phormidiaceae, 2 вида рода Leptolyngbya из Pseudanabaenaceae и 
1 вид рода Oscillatoria из Oscillatoriaceae). Также обнаружены представители родов Anabaena 
и Nostoc. Xanthophyta были представлены порядками Mischococcales (виды родов Pleuro-
chloris и Heterococcus) и Tribonematales (виды рода Xanthonema). Согласно литературным 
данным в альгофлоре обочин автомобильных дорог могут доминировать как зеленые водо-
росли, так и цианобактерии; доля и встречаемость желто-зеленых водорослей часто невелики 
– они чувствительны к изменению условий существования [1], [4], [9], [10]. 

Несколько другая картина складывалась в почве газонов улиц Новосибирска. Наи-
большее число таксонов различного ранга наблюдалось в отделе Cyanobacteria, что отмечено 
рядом авторов как особенность почв городской экосистемы [10]. Кроме того, доказано нали-
чие у цианей сигнальных систем (QS-систем), в которых синтез химических факторов при-
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водит к изменению физиологического статуса популяции, что позволяет им в более короткие 
сроки адаптироваться к изменяющимся условиям среды [11]. В отделе Cyanobacteria прева-
лировали Oscillatoriales (Phormidium, Symploca, Leptolyngbya, Oscillatoria). Малым числом 
видов представлены роды Nostoc и Borzia. Представители Chlorophyta в почвах г. Новоси-
бирска по долевому участию несколько уступали цианобактериям (31,9 против 47,8 %). Наи-
более многочисленным оказался порядок Chlorococcales (2 вида Chlorella, одновидовые 
Coccomyxa, Scotiellopsis, Myrmecia, Dictycoccus). Chlamydomonadales был представлен одним 
семейством (4 вида рода Chlamydomonas). Среди Desmidiales преобладали представители 
Closterium. Доля Xanthophyta в спектре составляла 11,5 %. Аналогичный показатель, например, 
для города Красноярска – 15 % [12]. Отдел Xanthophyta представлен 4 порядками: Heterococcales 
(виды семейства Pleurochloridaceae), Heterocapsales (виды рода Heterogloea), Tribonematales (од-
новидовые роды Heterothrix и Tribonema), Heterocloniales (род Heterococcus). Небольшое долевое 
участие видов данного отдела характерно для почв городов, на что указывает в своей работе 
Р.Р. Кабиров [4]. Литературные данные свидетельствуют о достаточном развитии представи-
телей Bacillariophyta в городских почвах [4]. Однако рядом авторов отмечается снижение до-
ли диатомовых в кислых почвах, обильное развитие в нейтральных и щелочных [12]. Аль-
гофлора исследованных почв г. Новосибирска включает небольшое число видов 
Bacillariophyta – около 10 % – (в основном виды с широкой экологической валентностью – 
виды родов Pinnularia, Navicula, Hantzschia). 

Ведущие семейства альгофлоры городов Гомеля и Новосибирска несколько различны 
как по качественным, так и количественным параметрам (рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Соотношение представленности семейств по числу видов в почвах 
г. Гомеля и г. Новосибирска (%) 

 
Общие семейства в головном спектре представлены распространенными 

Chlamydomonadaceae, Chlorellaceae, Naviculaceae и Phormidiaceae. Представители 
Chlamydomonadaceae способны быстро переходить в палмеллоидное состояние, что позволя-
ет им существовать в достаточно агрессивных условиях городских почв. Долевое участие 
представителей Chlorellaceae высоко во флорах почв обоих городов, что объясняется широ-
кой экологической валентностью большинства представителей семейства. Следует отметить 
наличие в альгофлорах специфичных семейств (Nostocaceae, Diadesmidaceae – для Гомеля и 
Ulotrichaceae и Pleurochloridaceae – для Новосибирска). Ведущими семействами по числу ви-
дов в альгофлоре улиц города Гомеля являются Phormidiaceae, Naviculaceae, Nostocaceae, 
Diadesmidaceae, Chlamydomonadaceae и Chlorellaceae, составившие 41,6 % от общего видово-
го разнообразия почвенных водорослей и цианобактерий. Семейственный спектр альгофло-
ры почв городских газонов Новосибирска представлен 12 семействами, среди которых доми-
нирует Phormidiaceae как с типичными для городских почв видами (Phormidium fragile), так и 
убиквистами. Большой процент ведущих семейств приходится на отдел цианобактерий, что 
диагностирует подщелачивание среды. 
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Альго-цианобактериальная флора исследованных почв городских газонов отличается 
значительным долевым участием одновидовых семейств (около 1/3 спектра). Возможно, этот 
факт указывает на протекание процессов сингенеза. В ходе формирования флоры, когда за-
нимаются свободные экологические ниши, обостряются конкурентные взаимоотношения. 
Известно, что водоросли активно преодолевают экотопические барьеры [13]. 

Изменения таксономической организации водорослевой и цианобактериальной флоры 
могут служить показателями состояния окружающей среды, в частности, диагностируют 
степень нагрузки. Сравнение таксономического состава водорослей и цианобактерий придо-
рожных газонов улиц г. Гомеля приведено в таблице 2. 

 
Таблица 2 – Таксономическая структура альго-цианобактериальных сообществ придорожных га-
зонов некоторых улиц г. Гомеля 

 

Улица 
Отдел 

Кирова Советская Старочерниговская 

Chlorophyta 20 (54,1) * 14 (48,3) 17 (53,1) 
Bacillariophyta 10 (27,0) 5 (17,2) 8 (25,0) 
Cyanobacteria 6 (16,2) 7 (24,2) 6 (18,8) 
Xanthophyta 1 (2,7) 3 (10,3) 1 (3,1) 
Всего 37 29 32 

 

*За скобками – число видов, в скобках – % от общего числа видов 
 
В почвах придорожных газонов по улице Кирова обнаружено 37 видов водорослей и 

цианобактерий, из них: зеленых – 54,1 % всех видов, цианобактерий – 16,2 %, диатомовых – 
27,0 %, желто-зеленых – 2,7 %. Среди Chlorophytа обнаружены одноклеточные представите-
ли родов Chlamydomonas, Chlorococcum, Neospongiococcum, Scotiellopsis, Bracteacoccus,  
Neochloris, Keratococcus, Myrmecia, Chlorella, Pseudococcomyxa, пакетообразующие Tetracys-
tis, Chlorosarcinopsis, способные к формированию нитей Leptosira, Microthamnion, Ulothrix, 
Klebsormidium. Цианобактерии включали в основном безгетероцистных нитевидных пред-
ставителей родов Phormidium, Microcoleus и Leptolyngbya. Желто-зеленые водоросли были 
представлены водорослями рода Xanthonema, диатомовые – рр. Luticola, Pinnularia, Caloneis, 
Navicula, Stauroneis, Gomphonema и Hantzschia. Активное развитие диатомей, вероятно, обу-
словлено повышенной влажностью почв [9], [14]. 

В почвах придорожных газонов по улице Советской выявлено 29 видов водорослей и 
цианобактерий, из которых 48,3 % составили представители отдела Chlorophytа, 24,2 % – 
Cyanobacteria, 17,2 % – Вacillariophyta, 10,3 % – Xanthophyta. Здесь не обнаружены цианеи рода 
Oscillatoria, зеленые водоросли родов Neospongiococcum, Bracteacoccus, Neochloris, Keratococ-
cus и Myrmecia, большинство из которых приспособлены к перенесению неблагоприятных ус-
ловий [14]. В составе альгогруппировок имело место сокращение количества видов диатомей 
(не обнаружены Pinnularia viridis, Caloneis bacillum, Navicula pelliculosa, Stauroneis sp. и Gom-
phonema sp); отмечены желто-зеленые водоросли родов Pleurochloris и Heterococcus, гетероци-
стные цианобактерии родов Anabaena и Nostoc, зеленые водоросли рода Stichococcus. 

В почвах придорожных газонов по улице Старочерниговская выявлено 32 вида водо-
рослей и цианобактерий, из которых 53,1 % составили Chlorophytа, 18,8 % – Cyanophyta, 
25,0 % – Вacillariophyta, 3,1 % – Xanthophyta. Состав цианобактерий и диатомовых водорос-
лей в почвах данного участка исследований не отличался от вышеописанных, из желто-
зеленых водорослей присутствовали только представители рода Xanthonema. Наиболее су-
щественными были отличия в составе представителей отдела Chlorophytа: не обнаружены 
представители родов Leptosira, Microthamnion и Ulothrix, обнаружены Desmotetra, Geminella 
и Chlorolobion, отмечены перестройки внутри остальных родов зеленых водорослей. 

Анализ встречаемости почвенных водорослей и цианобактерий в баллах [1] позволил 
выделить две группы водорослей, приуроченных к почвам исследованных улиц. Первая 
группа, состоящая из зеленых водорослей (Chlamydomonas oblongella, Microthamnion kuetzin-
gianum, Ulothrix sp.), цианобактерий (Phormidium dimorphum) и диатомовых водорослей 
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(Pinnularia borealis) приурочена к наиболее загруженной движением транспорта улице Ки-
рова. Представители этой группы с невысокими баллами обилия отмечены на менее загру-
женной транспортом улице Советской и не выявлены в почве улицы Старо-черниговской. 
Влаголюбивые виды водорослей (Navicula pelliculosa, Gomphonema sp., Nostoc punctiforme, 
Stichococcus bacillaris) образовали вторую группу, присущую почвам газонов наименее за-
груженной транспортом улицы Старо-черниговской. Все эти виды не выносят перегрева [5, 
9]. Почвы газонов улиц Кирова и Старо-черниговской объединяют влаголюбивые зеленые 
водоросли (Chlorella mirabilis, Chlamydomonas gelatinosa, Klebsormidium sp. 1. Отдельно вы-
делена группа зеленых и желто-зеленых водорослей (Stichococcus bacillaris, Chlamydomonas 
sp. 2 и Xanthonema sp. 1), связывающая почвы улицы Старочерниговской и Советской. По 
мере уменьшения транспортной нагрузки (Кир → Сов → Ст-ч) в почвах придорожных газо-
нов наблюдали снижение доли зеленых водорослей и некоторое возрастание доли диатомей в 
составе определенных групп водорослей. 

Таксономическая организация флоры водорослей и цианобактерий в почвах городских 
газонов г. Новосибирска имеет несколько отличную структуру от таковой в г. Гомеле. Почти 
на всех исследованных улицах доминирующим отделом являлся Cyanobacteria, но на улице 
Новогодняя ведущим отделом становился Chlorophyta с разницей в несколько процентов по 
сравнению с отделом Cyanobacteria (таблица 3). Виды отделов Chlorophyta и Cyanobacteria в 
почвах улицы Новогодняя (минимальная нагрузка) находились в равных долях. Тем не ме-
нее, долевое участие зеленых водорослей на несколько процентов больше, что объясняется 
заболоченностью территории. На каждой из улиц число видов отделов Xanthoрhyta и 
Bacillariophyta незначительно. Уменьшение долевого участия видов Xanthoрhyta прямо про-
порционально повышению антропогенного прессинга. 

 
Таблица 3 – Таксономическая структура альго-цианобактериальных сообществ придорожных  
газонов некоторых улиц г. Новосибирска 

 

Улица 
Отдел 

Немировича-Данченко Проспект К. Маркса Новогодняя 

Chlorophyta 4 (14,8) * 6 (17,6) 18 (40,9) 
Bacillariophyta 1 (3,7) 3 (8,8) 5 (11,3) 
Cyanobacteria 19 (70,3) 20 (59,1) 17 (38,6) 
Xanthophyta 2 (7,4) 5 (14,7) 4 (9,1) 
Всего 26 34 44 

 

*За скобками – число видов, в скобках – % от общего числа видов 
 
В почвах газонов улицы Немировича-Данченко было обнаружено 26 видов водорослей 

и цианобактерий, которые относятся к 4 отделам, 5 классам, 7 порядкам, 12 семействам и 
15 родам. Наибольшее долевое участие в видовом спектре отмечено для Cyanobacteria 
(72 %), что характерно для почв городской экосистемы. Далее следовал отдел Chlorophyta – 
16 %, Xanthophyta – 8 %, Bacillariophyta – 4 %. Семейственный спектр представлен 12 семей-
ствами, среди которых доминирует Phormidiaceae. Большой процент ведущих семейств при-
ходился на цианобактерии, что диагностирует подщелачивание среды. Флора почвенных во-
дорослей исследованной территории формируется как специфичными видами, так и убикви-
стами. Доля последних составляла около 60 %. Виды-убиквисты обладают широкой эколо-
гической валентностью, среди прочих можно отметить: Chlorella vulgaris, Microcystis 
рulverea, Oscillatoria brevis, Hantzschia amphioxys. Около 10 % оказались специфичными. На-
пример, вид Hapalosiphon fontinalis типичен для торфяных болот. Территория исследованной 
улицы расположена на осушенных торфяных болотах. Наличие этого вида свидетельствует о 
проявлении «памяти почвы» [15]. 

В почвах придорожных газонов улицы Проспект К. Маркса было зарегистрировано 
34 вида водорослей и цианобактерий, принадлежащих к 4 отделам, 8 классам, 11 порядкам, 
16 семействам и 21 роду. Наибольшее долевое участие в спектре имели представители отде-
ла Cyanobacteria – 59 % от общего числа видов. Вторую позицию занимал отдел Chlorophyta, 
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составляя 17 % от общего числа видов. В головном спектре семейств доминировал 
Phormidiaceae (32,4 %), что свидетельствует о повышении влажности и кислотности среды. 
Семейство Pleurochloridaceae диагностирует голарктический элемент флоры. 

В пределах придорожных газонов улицы Новогодняя обнаружено 44 вида, которые отно-
сятся к 4 отделам, 10 классам, 13 порядкам, 22 семействам и 33 родам. Из четырех отделов 
наибольшее долевое участие в видовом спектре имели отделы Chlorophyta и Cyanobacteria. 
Присутствие отдела Xanthophyta свидетельствует о том, что антропогенная нагрузка на сооб-
щество не велика. Доминирование отделов Chlorophyta и Cyanobacteria указывает на экстре-
мальность среды, которая выражается в постоянном переувлажнении почв (84,5 %) и кислот-
ности среды (рН 4,6), а также на усиление антропогенной нагрузки. Семейственный спектр 
представлен многочисленными видами семейства Phormidiaceae (Oscillatoria brevis, 
Phormidium tenue) и семейства Ulotrichaceaе (Ulothrix variabilis, Chlorhormidium flaccidum). На 
долю лидирующих семейств приходилось 72,9 %, что указывало на бореальный тип альгофло-
ры. Лидирующие позиции занимали семейства Phormidiaceae, Ulotrichaceae, которые диагно-
стируют переувлажнение почвы. Также в спектре присутствует семейство Closteriaceae, пред-
ставленное типичными для болот видами Closterium pusillum и Cl. striolatum. Процент однови-
довых семейств составляет 24,3 %, из которых на долю Chlorophyta приходится 13,5 %. 

Анализ встречаемости почвенных водорослей и цианобактерий в баллах [1] позволил 
выделить две группы водорослей, приуроченные к почвам исследованных улиц. Первая 
группа, состоящая из зеленых водорослей (Chlamydomonas conferta, Chlorhormidium dissec-
tum, Ulothrix variabilis) и цианобактерий (Phormidium ambiguum, Borzia trilocularis) приуро-
чена к наиболее загруженной движением транспорта улице Немировича-Данченко. Предста-
вители этой группы с менее высокими баллами обилия отмечены на менее загруженной 
транспортом улице Проспект К. Маркса и не выявлены в почве улицы Новогодняя. Виды во-
дорослей (Hantzschia amphioxys var. amphioxys f. capitata, Coccomyxa confluens) и цианобак-
терия (Schizothrix arenaria) образовали вторую группу, присущую почвам газонов наименее 
загруженной транспортом улицы Новогодняя. По мере уменьшения транспортной нагрузки 
(Немировича-Данченко → Проспект К. Маркса → Новогодняя) в почвах придорожных газо-
нов наблюдали снижение доли зеленых водорослей и цианобактерий при некотором возрас-
тании доли диатомовых и желто-зеленых водорослей. 

Заключение. Всего в исследованных почвах городов (Гомель и Новосибирск) обнаруже-
но 63 вида почвенных водорослей и цианобактерий, относящихся к 42 родам, 38 семействам, 
19 порядкам, 7 классам, 4 отделам. В таксономической структуре доминирует отдел 
Chlorophyta и Cyanobacteria, семейство Phormidiaceae. Изменения таксономической организа-
ции альго-цианобактериофлоры могут служить показателями состояния окружающей среды, в 
частности, диагностировать степень антропогенной нагрузки. Происходит явное упрощение 
таксономической организации (уменьшение числа семейств, родов и видов) и снижения доле-
вого участия Xanthoрhyta. По мере уменьшения транспортной нагрузки в почвах придорожных 
газонов наблюдали снижение доли зеленых водорослей (Гомель, Новосибирск) и цианобакте-
рий (Новосибирск) при некотором возрастании доли диатомовых (Гомель, Новосибирск) и 
желто-зеленых водорослей (Новосибирск). 
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Результаты исследований природных экосистем Белорусского Полесья  
сотрудниками кафедры ботаники и физиологии растений  
УО «ГГУ имени Франциска Скорины» с 1970 по 2015 гг. 

 
Н.М. ДАЙНЕКО, О.М. ХРАМЧЕНКОВА 

 
Представлены результаты изучения классификации, динамики и структуры луговых экосистем 
пойм рек Белорусского Полесья за последние 45 лет, а также данные об исследованиях в области 
биоразнообразия и экологии мохообразных, лишайников и почвенных водорослей региона. 
Ключевые слова: пойма, луговая экосистема, рациональное использование, охрана, бриофлора, 
лихенобиота, альгоиндикация почв. 
 
The main results of the last 45-years study of classification, dynamics and structure of floodplain meadows, as 
well as mosses, lichens and soil algae biodiversity and ecology in Belarusian Polesie are presented. 
Keywords: floodplain, meadow ecosystem, management, conservation, moss, lichen, algal indication, soils. 
 
Исторически сложилось так, что тематика научно-исследовательской работы кафедры бо-

таники и физиологии растений учреждения образования «Гомельский государственный универ-
ситет имени Ф. Скорины» связана с изучением пойменных лугов рек Белорусского Полесья. 

Это объясняется не только географическим положением г. Гомеля, его университета и 
кафедры в Белорусском Полесье – подзоне широколиственно-сосновых лесов Полесско-
Приднепровского геоботанического округа, где пойменные луга занимают 92,1 тыс. га, что 
составляет более половины (54,2 %) площади пойменных лугов Беларуси, но и тем, что они 
(пойменные луга) оригинальны своим ландшафтом, разнообразным фитоценотическим, по-
пуляционным и видовым составом. Пойменные луга являются наиболее ценными природ-
ными кормовыми угодьями, растительность которых используется для подготовки травяных 
кормов, витаминной травяной муки, для выпаса домашних животных. Луговая раститель-
ность является также источником лекарственных, медоносных и декоративных растений. Лу-
га имеют важное эстетическое и рекреационное значение. 

С 70-х гг. прошлого столетия, после открытия на базе Гомельского педагогического ин-
ститута имени В.П. Чкалова Гомельского государственного университета имени Ф. Скорины 
сотрудники кафедры ботаники и физиологии растений продолжали изучать луговую расти-
тельность пойменных рек Белорусского Полесья. Организатором этих исследований являлся 
профессор кафедры ботаники и физиологии растений, доктор биологических наук  
Сапегин Леонид Михайлович [1]. 

По результатам многолетних исследований пойменных лугов Белорусского Полесья 
была разработана эколого-флористическая классификация луговой растительности по мето-
ду Браун-Бланке. На ее основе составлена типология природных кормовых угодий, в разрезе 
типов разработана экологическая стратегия использования, улучшения и охраны пойменных 
лугов ландшафтов и их травяной растительности [2]. 

Многолетние стационарные исследования луговых экосистем поймы и польдера р. Сож 
позволили на основе эколого-флористической классификации луговых экосистем поймы и 
польдера выделить синтаксономию, дать синтаксономическую характеристику по методу 
Браун-Бланке. 

Синтаксоны уровня ассоциации проанализированы в систематическом, эколого-
биоморфологическом, по принадлежности видов растений к типу растительного покрова, по 
хозяйственному составу и кормовому качеству. Исследованы вертикальная, горизонтальная 
и ценопопуляционная структуры луговых экосистем; рассмотрены изменения продуктивно-
сти и качества травостоев под действием минеральных удобрений; разработана математиче-
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ская модель их функционирования; определена оптимальная экологическая стратегия их ра-
ционального использования и охраны в условиях пригорода г. Гомеля; проведен ценопопу-
ляционный анализ видов-доминантов луговых экосистем; установлен агроботанический со-
став; зоотехнический и радиологический анализ кормов, агрохимический состав почв [3]. 

Творческое сотрудничество с преподавателями кафедр математического факультета 
нашего университета определило качественно новое направление в исследованиях луговых 
экосистем, позволило изучить функционирование луговых экосистем с использованием ма-
тематического аппарата и компьютерного моделирования. Были разработаны модели функ-
ционирования луговых экосистем с учетом природных (метеорологических, гидрологиче-
ских, почвенно-грунтовых) и антропогенных (условий и кратности сенокошения, примене-
ния минеральных удобрений) факторов. Результаты совместных исследований авторов опуб-
ликованы в ряде статей и монографий [4]. 

Только за последние годы сотрудниками кафедры выполнено несколько крупных про-
ектов, в том числе: М 20-06 «Структурно-функциональное положение и стабилизация соста-
ва, структуры и продуктивности луговых экосистем в условиях пригорода крупного про-
мышленного центра» – № ГР 200640, научный руководитель Л.М. Сапегин; Д 01-85Ф «Ма-
тематическое моделирование луговых экосистем» – грант Б00-108 – № ГР 200237, научный 
руководитель Л.М. Сапегин; М 01-59 «Оценка динамики фиторазнообразия луговых экоси-
стем юго-востока Республики Беларусь, разработка научных основ охраны и устойчивого 
использования» – № ГР 20011500, научный руководитель Л.М. Сапегин; М 06-50 «Научные 
основы использования и охраны растительных ресурсов пойменных лугов в условиях юго-
востока Беларуси» – № ГР 20061042, научный руководитель Л.М. Сапегин; Б11БРУ-001 
«Оценка состояния радиоактивного и техногенного загрязнения прибрежно-водных и луго-
вых экосистем, их рациональное использование и охрана в приграничных территориях Брян-
ской (Россия), Черниговской (Украина) и Гомельской (Республика Беларусь) областей», на-
учный руководитель Л.М. Сапегин; Б11УКР-004 «Состояние, рациональное использование и 
охрана фиторазнообразия луговых экосистем поймы реки Днепр трансграничных территорий 
Гомельской (Республика Беларусь) и Черниговской (Украина) областей», научный руководи-
тель Л.М. Сапегин; Б13БРУ-002 «Состояние и оценка техногенного загрязнения естествен-
ных и сеяных лугов, их рациональное использование и охрана на приграничных территориях 
Брянской (Россия), Гомельской (Республика Беларусь) и Черниговской (Украина) областей в 
постчернобыльский период», научный руководитель Н.М. Дайнеко; М11-28 «Оценка состоя-
ния и меры по предотвращению зарастания древесно-кустарниковой растительностью пой-
менных лугов юго-востока Беларуси», научный руководитель Н.М. Дайнеко. В настоящее 
время выполняются темы: М14-28 «Состояние, рациональное использование и охрана фито-
разнообразия луговых экосистем поймы р. Припять на территории Гомельской области» и 
М14-50 «Оценка состояния техногенного загрязнения природных и рудеральных экосистем 
Мозырского промышленного района», научный руководитель Н.М. Дайнеко. 

В ходе выполнения этих проектов было изучено более 100 луговых ассоциаций в пой-
мах рек Днепр, Сож и Припять. Выявлены наиболее продуктивные луговые экосистемы, хо-
рошо реагирующие на внесение минеральных удобрений и повышающие их продуктивность 
в 1,4–1,5 раза. Получаемый травяной корм содержал 0,5–0,7 кормовых единиц и отвечал тре-
бованиям кормления сельскохозяйственных животных, несмотря на то, что почвы региона 
исследований кислые и слабо обеспечены подвижными соединениями калия и фосфора. Со-
держание органического вещества более 3 %. Содержание тяжелых металлов как в почве, так 
и в травяном корме отвечало нормам ПДК. В ценопопуляционной структуре видов-
доминантов луговых экосистем преобладали особи средневозрастного генеративного со-
стояния, что свидетельствовало об их устойчивом развитии. В составе агроботанических 
групп, в основном, преобладали злаки (60–80 %), 10–15 % – разнотравья, 5–7 % – бобовые. 
Удельная активность травяных кормов изучаемых луговых экосистем в основном не превы-
шала предельного содержания радиоцезия-137 – 1300 Бк/кг, предназначенная для получения 
цельного молока. Исключение составили ассоциации Ветковского района, пойма р. Сож 
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Junco compressi-Agrostietum stoloniferae (3488 Бк/кг), Junco-Deschampsietum cespitosae 
(1902 Бк/кг), Decshampsio-Agrostietum tenuis (1525 Бк/кг), базальное сообщество Trifolium 
repens (1503 Бк/кг) Deschampsietum cespitosae (1465 Бк/кг). Травяной корм этих ассоциаций 
пригоден для получения молока с обязательной переработкой его в другие молочные про-
дукты (сметана, масло). Травяной корм ассоциации Junco compressi-Agrostietum stoloniferaе 
(3488 Бк/кг) в связи с высокой удельной активностью не пригоден для кормления сельскохо-
зяйственных животных. Травяной корм 2-х луговых экосистем в пойме р. Ипуть Добрушско-
го района Caricetum gracilis (2007 Бк/кг) и Agrostietum stoloniferaе (1478 Бк/кг) пригоден 
только для получения молока с обязательной его переработкой в сметану или масло. 

В выполнении научных исследований луговой растительности активное участие при-
нимают студенты, специализирующиеся по кафедре. Они выполняют курсовые и дипломные 
работы, выступают с докладами на научных, научно-практических конференциях, являются 
авторами и соавторами публикаций результатов научных исследований. 

С целью подведения промежуточных результатов изучения пойменных лугов Беларуси, 
на базе кафедры ботаники и физиологии растений учреждения образования «Гомельский го-
сударственный университет имени Ф. Скорины» 24–25 ноября 2005 г. была проведена меж-
дународная научно-практическая конференция «Фиторазнообразие пойменных луговых эко-
систем Беларуси и приграничных территорий, их рациональное использование и охрана». 

В 2009 г. 11–12 июня проведен Международный научно-практический семинар «Пой-
менные луговые экосистемы как объекты с высоким фиторазнообразием, их изучение и кар-
тирование». В 2015 г. планируется проведение научно-практической конференции «Геобота-
нические исследования естественных экосистем: проблемы и пути их решения», посвящен-
ной 80-летию со дня рождения выдающегося белорусского геоботаника Л.М. Сапегина. 

С 1999 г. на кафедре начаты исследования техногенного влияния Гомельской городской 
агломерации на биоразнообразие мохообразных, лишайников и почвенных водорослей. Вы-
полнялись следующие проекты (все – под руководством к.б.н. доцента О.М. Храмченковой): 
М 99-40 «Изучение механизма поступления и накопления стронция-90 и тяжелых металлов в 
звене почва-растительность в условиях вегетационного опыта и промышленного выращива-
ния» – № ГР 1999640; М 01-65 «Ретроспективная оценка воздействия суммы кислотных оки-
слов на миграционную способность тяжелых металлов в звене «внешняя среда-человек»» – 
№ ГР 20011314; М 06-52 «Комплексная оценка влияния антропогенных факторов на расти-
тельные тест-объекты и разработка методов фитомониторинга окружающей среды (на при-
мере Гомельской области)» – № ГР 20061156; М 06-52 «Комплексная оценка влияния антро-
погенных факторов на фиторазнообразие споровых и лекарственных растений и рекоменда-
ции по их использованию (на примере Гомельской области)» – № ГР 20061156; М 11-26 «Ре-
сурсный и экологический потенциал сосновых лесов восточной части Белорусского Полесья 
в условиях глобальных изменений климата» – № ГР 20111648, М 11-27 «Альгодиагностика 
деградированных почв Гомельского Полесья» № ГР 20111550, М 14-26 «Экологический и 
экономический потенциал болотных сосновых лесов в Белорусском Полесье и перспективы 
его использования в условиях глобального изменения климата» № ГР 20140338, 14-27 «Аль-
гоиндикация и альгоремедиация земель, исключенных из сельскохозяйственного пользова-
ния» № ГР 20140339, а также ряд хоздоговорных проектов. 

В рамках выполняемых исследований под руководством к.б.н. О.М. Храмченковой были 
защищены 3 диссертации на соискание ученой степени кандидата биологических наук: «Мо-
хообразные как фактор накопления 137Cs черникой (Vaccinium myrtillus L.)» – В.А .Собченко, 
2004 г.; «Эколого-биологическая оценка биоиндикационных свойств листоватых и кустистых 
эпифитных лишайников как тест-объектов качества городской среды» – А.Г. Цуриков, 2009 г.; 
Структура сообществ почвенных водорослей и их использование для альгоиндикации почв 
(на примере Гомельского региона)» – Ю.М. Бачура, 2013 г. 

Получены патенты: пат. RU 2295128 C2 РФ, МПК G01N 33/02. Способ определения 
участков для заготовки ягод черники в условиях загрязнения территории цезием-137 / 
В.А. Собченко (BY). – № 2005101271; Заявлено 20.01.2005; Опубл. 10.03.2007 Бюл. № 7; Ка-
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мера для культивирования почвенных водорослей: пат. 8863 Респ. Беларусь, МКП А 
01Н13/00 (2006.01) / В.Н. Веремеев, О.М. Храмченкова, Ю.М. Бачура; заявитель УО «Го-
мельский государственный университет им. Ф. Скорины». – № u 20120479; заявл. 10.05. 
2012; опубл. 30.12.12 // Афіцыйны бюл. / Нац. цэнтр інтэлектуал. уласнасці. – 2012. – № 6; 
патент на полезную модель u №20130253 «Щетка-скребок для сбора эпифитных лишайни-
ков», дата подачи 2013.03.25, решение о выдаче патента от 29.05.2013. 

Основные научные результаты. Флора мохообразных Гомельской области насчитывает 
2 вида антоцеротовых (100 % флоры Беларуси) и 70 печеночников, что составляет около 
70 %, видов Беларуси. Андреевые мхи на территории Гомельской области не обнаружены. 
Сфагны представлены 30 видами, что составляет около 80 % флоры Беларуси. Бриевые мхи – 
180 видов – составляют около 60 % общего числа их в Беларуси. Установлены фоновые зна-
чения зольности наиболее распространенных бриевых мхов, составляющие от 4 до 15 %, что 
превышает соответствующий показатель для других высших. Показано, что зольность зеле-
ных мхов зависит от их анатомо-морфологических особенностей, принадлежности к эколо-
гической группе и условий произрастания. Зольность мхов может использоваться как пока-
затель общей минерализации среды [5], [6]. 

Создан аннотированный список лишайников Гомельской области (315 видов), в кото-
ром 34 вида и 1 подвид приводятся нами в качестве новых для Гомельской области, в том 
числе 4 вида – Acarospora moenium, Arthonia fuliginosa, Caloplaca flavocitrina и Cyphelium no-
tarisii – новых для Республики Беларусь. 4 рода – Catillaria, Clypeococcum, Coenogonum, Me-
laspilea и 4 семейства – Catillariaceae, Coenogoniaceae, Dacampiaceae и Melaspileaceae впер-
вые приводятся для Гомельской области. 15 видов из приведенного списка являются зане-
сенными в 3-е издание Красной книги Республики Беларусь. Основу систематической струк-
туры лихенобиоты Гомельской области составляют политипные семейства – Parmeliaceae, 
Cladoniaceae, Physciaceae, Ramalinaceae, Lecanoraceae, Teloschistaceae – типичные для уме-
ренной Голарктики. Присутствие среди доминирующих семейств Physciaceae, Ramalinaceae 
и Teloschistaceae указывает на принадлежность к южному варианту умеренных лесных лихе-
нобиот. Отмечен низкий удельный вес характерных для аридных сообществ семейств Verru-
cariaceae и Acarosporaceae, что, вероятно, связано с практически полным отсутствием есте-
ственных каменистых субстратов произрастания (валунов, скал и др.). Высокое положение 
родов Pertusaria, Ramalina, Bacidia, Physcia, Physconia, Arthonia характеризует рассматри-
ваемую лихенобиоту как неморальную. Присутствие среди доминирующих родов Cladonia, 
Peltigera, Bryoria и Usnea свидетельствует о ее бореальном характере. Таким образом, состав 
ведущих семейств и родов лихенобиоты изучаемого региона указывает на ее гетерогенность 
и подчеркивает переходный характер, что соответствует географическому положению Го-
мельской области. Лихенобиота Гомельской области включает большинство классов, групп 
и подгрупп жизненных форм, за исключением биоморф, характерных для аркто-монтанных и 
пустынных аридных ценозов. Наиболее представлены лишайники эпигенной плагиотропной 
жизненной формы (71,7 %). Соотношение между классами накипных, листоватых и кусти-
стых лишайников примерно соответствует пропорции 2:1:1. Среди биоморф лишайников 
Гомельской области преобладают эвритопные виды (182 вида, или 57,8 %). Мезофитных 
обитателей влажных и тенистых местообитаний – 122 вида (38,7 %), представителей ксеро-
фитных жизненных форм – 11 видов (3,5 %). В Гомельской области преобладают виды ли-
шайников, относящиеся к бореальному (136 видов; 43,2 %) и неморальному (89 видов; 
28,2 %) элементам. Вместе с лишайниками мультизонального элемента (57 видов; 18,1 %) 
они составляют основное ядро биоты. Обнаружено 22 вида эпиксильных лишайников, отно-
сящихся к 10 родам, 8 семействам, 3 порядкам, 3 классам отдела Ascomycota. Наибольшее 
число видов лишайников было найдено в сосняках багульниковом и орляковом (по 12 видов; 
из них на разлагающейся древесине – 10 и 9, на корке мертвых сосен – 5 и 6 видов соответст-
венно). В сосняке вересковом было найдено 8 видов лишайников (по 4 вида на древесине и 
на корке мертвых сосен). Наименьшее число видов лишайников было найдено в сосняке ли-
шайниковом (6 видов; все виды были найдены на корке мертвых сосен). Установлена тен-
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денция прямой корреляционной связи (r=0,92; p=0,08) между числом видов эпиксильных 
лишайников и запасом сухостойной древесины сосны на пробной площади. Связи между ко-
личеством видов эпиксильных лишайников и возрастом соснового насаждения обнаружено 
не было (r=0,58; p=0,42). Обоснована хозяйственная значимость Hypogymnia physodes (L.) 
Nyl. – эпифитного листоватого вида лишайников, произрастающего на сосне, березе и ели, 
составляющих более 80 % лесных насаждений Республики Беларусь. Экспериментально ус-
тановлена связь проективного покрытия с удельной массой слоевищ Hypogymnia physodes. 
Определен вид зависимости для вычисления массы лишайника на 1 гектаре выдела конкрет-
ного типа леса на основании собственных экспериментальных данных и таксационных опи-
саний лесных насаждений [7]–[11]. 

В почвах Республики Беларусь идентифицировано 312 видов водорослей, относящихся 
к шести отделам, 9 классам, 33 порядкам, 66 семействам, 121 роду. Из них: Chlorophyta – 127 
видов (40,7 %), Cyanophyta – 76 (24,4 %), Bacillariophyta – 56 (18,0 %), Xanthophyta – 44 
(14,1 %), Euglenophyta – 5 (1,6 %) и Eustigmatophyta – 4 (1,3 %). Впервые описана структура 
альгосообществ почв, подверженных различным видам антропогенной нагрузки, показаны 
корреляционные отношения между составами обнаруженных в них альгогруппировок. Пред-
ложены формулы структуры альгогруппировок (по процентному вкладу представителей раз-
личных жизненных форм). Сходство флор почвенных водорослей антропогенно-
преобразованных почв на уровне 40–50 % формируют убиквисты Сh-жизненной формы 
(представители родов Botrydiopsis, Tetracystis, Chlorella и Bracteacoccus). Более высокий уро-
вень сходства (до 80 %) обеспечивается участием водорослей большинства известных жиз-
ненных форм. Альгофлоры сходных по виду антропогенной нагрузки почв близки на уровне 
60–80 %. Выделены группы видов водорослей, приуроченных к определенным видам антро-
погенной трансформации почв. Установлена высокая индикационная значимость некоторых 
видов почвенных водорослей: для придорожных газонов – Caloneis silicula и Chlorella 
mirabilis; сосновых лесов – Chlorococcum cf. hypnosporum и Geminella terricola; туристиче-
ских стоянок – Tetracystis aggregata, Bracteacoccus minor, Myrmecia bisecta и Cylindrocystis 
brebissonii; отвалов фосфогипса ОАО «Гомельский химический завод» – Pseudococcomyxa 
simplex. Vischeria stellata, Bumilleriopsis filiformis, Hippodonta capitata и Tetraëdron minimum 
предложены в качестве альгоиндикаторов деградированных торфяников [12]–[15]. Статисти-
ка печатных работ преподавателей кафедры представлена в таблице 1. 

 
Таблица 1 – Статистика печатных работ преподавателей кафедры ботаники и физиологии растений 
УО «ГГУ им. Ф. Скорины» 

 

Период Монографии 
Статья  

в журналах 
Статья  

в сборниках 
Статья в материалах 

конференций 
Тезисы  
докладов 

Всего 

1969–1978 гг. - 5 2 6 2 15 
1979–1988 гг. 2 10 25 - 2 39 
1989–1998 гг. 1 8 21 7 18 55 
1999–2008 гг. 4 41 29 60 33 167 
2009–2014 гг. 4 47 15 48 12 126 
Всего 11 111 92 121 67 402 

 
Результаты исследований природных экосистем Белорусского Полесья сотрудниками 

кафедры ботаники и физиологии растений соответствуют мировым тенденциям развития 
науки, уровень разработок – в основном СНГ, частично – республиканский. Имеет место на-
личие ряда направлений исследований и разработок, которые могут стать основными для 
кафедры в ближайшей перспективе и обеспечить выполнение фундаментальных и приклад-
ных исследований с привлечением широкого круга ученых стран СНГ в областях исследова-
ний, требующих использования ресурсного потенциала растений. Существующая в подраз-
делении практика подготовки и защиты диссертаций позволяет рассчитывать на формирова-
ние научной школы в области фитомониторинга экосистем. 
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Половозрастная динамика силовых качеств скелетных мышц 
у городских школьников различных типов телосложения 

 
В.А. МЕЛЬНИК 

 
Представлены результаты половозрастной динамики силовых качеств скелетных мышц у детей и 
подростков г. Гомеля в возрасте от 7 до 17 лет. Выявлены периоды ускорения и замедления тем-
пов прироста показателей, характеризующих силовые качества скелетной мускулатуры у город-
ских школьников. Максимумы приростов этих показателей раньше наступают у лепто- и мезосом-
ных мальчиков, а также у мезо- и гиперсомных девочек.  
Ключевые слова: дети и подростки, силовые качества, тип телосложения. 
 
The results of age and gender dynamics of power features of skeletal muscles in children and adolescents 
of the city of Gomel aged 7–17 are presented. They reveal periods of acceleration and deceleration of pa-
rameter growth rates characterizing power features of the skeletal muscular system in city schoolchildren. 
The maximum growth of parameters characterizing power features are in lepto- and mesosomic boys and 
in meso- and hypersomic girls.  
Keywords: children and adolescents, power features, body type. 
 
Введение. Оценка функциональных показателей развития ребенка является важным кри-

терием состояния его здоровья. Отклонение этих показателей от нормы часто является первым 
важным признаком как нарушения функционального состояния организма ребенка, так и уже 
имеющегося у него заболевания. Показатели физического развития (ФР) отражают процесс 
формирования организма на отдельных этапах постнатального онтогенеза (индивидуального 
развития), когда генотипический потенциал наиболее интенсивно преобразуется в фенотипи-
ческие проявления. Поэтому детский организм, в отличие от организма взрослого, в большей 
степени реагирует на воздействие биологических и социальных факторов внешней среды. 

Данные о функционировании органов и систем используют в качестве критериев ФР. 
Эти показатели обнаруживают выраженные связи с морфологическим статусом [1], [2], [3], 
[4], [5]. При этом работы, посвященные изучению функциональных показателей ФР школь-
ников в зависимости от типа их телосложения, не многочисленны. 

Наиболее информативными показателями, отражающими силовые качества школьников, 
являются сила кистей рук и сила мышц разгибателей спины. В перипубертатном периоде ак-
тивному росту тела и интенсивному развитию организма соответствует заметное нарастание 
силы кистей рук, более выраженное у мальчиков по сравнению с девочками, что соответст-
вует возрастным и межполовым различиям в компонентном составе тела [6]. 

Определение силовых качеств школьников является составной частью комплексной 
морфофункциональной программы оценки физического развития организма. Оценку силы 
мышц человека осуществляют методом кистевой и становой динамометрии, которые позво-
ляют определить силу мышц кисти рук и мышц-разгибателей спины. 

Цель работы – изучить половозрастную динамику силовых показателей у городских 
школьников различных типов телосложения, а также установить периоды ускорения и за-
медления темпов прироста данных показателей. 

Материал и методы исследований. Объектом исследования явились учащиеся обще-
образовательных школ г. Гомеля в возрасте от 7 до 17 лет. На протяжении двух учебных лет 
(2010–2012 гг.) было проведено комплексное морфофункциональное обследование 
1693 мальчиков и 1757 девочек – всего 3450 школьников, не имеющих существенных откло-
нений в состоянии здоровья (I и II группы здоровья). 

Измерение максимальной силы мышц кисти (кг) проводилось с использованием кисте-
вых динамометров (модель ДК25, ДК 50, ДК100, Россия). Показатели определялись и рас-
считывались для мышц кисти правой и левой руки [7]. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BD%D1%82%D0%BE%D0%B3%D0%B5%D0%BD%D0%B5%D0%B7
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При измерении силы мышц-разгибателей спины был использован становой динамометр 
(ДС-200, Россия). Определение становой силы проводилось 3 раза. 

Полученные индивидуальные данные фиксировались в карте обследованного. 
Антропометрическое обследование детей 7–17 лет проводилось с использованием унифи-

цированной методики В.В. Бунака [8], в соответствии с программой, традиционно используемой 
антропологами в России и Беларуси. 

Определение соматотипической принадлежности осуществлялось по новой количест-
венной схеме «Способ количественной оценки типов телосложения по комплексу антропо-
метрических показателей», разработанной и внедренной в практическую деятельность груп-
пой белорусских ученых [9]. Методика предусматривает выделение трех основных вариан-
тов телосложения (соматотипов): астенизированного лептосомного, мезосомного и адипоз-
ного гиперсомного, а также четырех переходных – лептосомного, мезолептосомного, мезо-
гиперсомного и гиперсомного. 

В связи с тем, что астенезированные лептосомные, лептосомные, гиперсомные и адипоз-
ногиперсомные школьники встречались редко в исследовании, они были объединены в три ос-
новные группы: лептосомные, состоящие из астенизированных лептосомных и лептосомных; 
мезосомные; гиперсомные, включившие адипозных гиперсомных и гиперсомных школьников. 

Изменчивость скорости прироста силовых показателей в интервале 7–17 лет прослеже-
на путем анализа их абсолютных и относительных ежегодных прибавок. Относительные 
прибавки рассчитаны в процентах от общего прироста за весь изучаемый возрастной период.  

Статистическая обработка осуществлялась с использованием пакета прикладных стати-
ческих программ «STATISTICA 7.0». Гипотеза о нормальном распределении величин прове-
рена с помощью критерия Шапиро–Уилка. Полученные результаты представлены в виде 
средних арифметических величин (М) и стандартного отклонения (SD). Значимость разли-
чий оценивалась по критерию Манна–Уитни (U-критерий). Результаты анализа считались 
статистически значимыми при р<0,05. Исследование взаимосвязи между изучаемыми пока-
зателями проводилось с помощью корреляционного анализа по методу Spearman [10]. 

Результаты и их обсуждение. Анализ половозрастных изменений показателей кистевой 
динамометрии (максимальной силы мышц кисти правой и левой руки и их уровня работоспо-
собности) показал, что силовые возможности у городских мальчиков во всех возрастных груп-
пах закономерно выше, чем у их сверстниц. Степень выраженности полового диморфизма от 7 к 
17 годам нарастает (таблицы 1, 2). Темпы возрастания показателей кистевой динамометрии в 
изучаемом возрастном периоде, а также величины общего прироста, больше у мальчиков, чем у 
девочек. Периоды максимального прироста силовых качеств у мальчиков отмечались в более 
старшем возрасте (12–16 лет) по сравнению с девочками (10–13 лет, 14–15 лет). После указан-
ных возрастных диапазонов зафиксировано резкое снижение (в два и более раз) прибавки силы 
мышц правой и левой руки. 

Анализ возрастной динамики показателей динамометрии у городских школьников ука-
зывает на то, что у мальчиков в возрастном периоде от 7 до 9 лет отмечается несущественное 
увеличение силовых возможностей. Однако после указанного возрастного периода изучае-
мые показатели начинают резко нарастать. У девочек на протяжении всего изучаемого воз-
растного периода отмечается плавное увеличение силовых показателей. 

 
Таблица 1 – Статистические параметры и центильные величины максимальной силы мышц кисти 
правой руки (кг) у городских школьников 

 

Центили Возраст, 
лет M SD 3 10 25 50 75 90 97 

Мальчики 
7 10,33 2,35 5,00 7,00 8,00 10,00 12,00 13,00 14,00 
8 12,68 2,56 6,00 8,00 10,00 12,00 13,00 14,00 15,00 
9 13,44 2,84 7,00 10,00 11,00 14,00 15,00 17,00 18,00 

10 14,75 3,94 8,50 10,00 13,00 15,00 16,00 20,00 22,00 
11 17,76 4,00 10,00 14,00 15,00 18,00 20,00 22,00 26,00 
12 18,98 4,52 10,00 14,00 16,00 20,00 22,50 24,00 28,00 
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Окончание таблицы 1 
13 23,10 6,02 14,00 15,00 20,00 22,00 27,00 31,00 35,00 
14 27,17 6,93 15,00 19,00 22,00 26,00 32,00 36,00 40,00 
15 32,86 7,59 20,00 24,00 28,00 32,00 39,00 42,00 45,00 
16 38,02 6,84 22,00 27,00 35,00 38,00 42,00 46,00 48,00 
17 39,70 6,12 27,00 32,00 35,00 40,00 44,00 47,00 50,00 

Девочки 
7 9,09 2,40 5,00 6,00 8,00 9,00 10,00 12,00 14,00 
8 10,13 2,52 5,00 7,00 9,00 10,00 12,00 13,00 14,00 
9 12,41 3,03 7,00 9,00 10,00 12,00 15,00 16,00 18,00 

10 13,13 2,72 8,00 9,00 10,50 13,50 15,00 16,00 18,00 
11 15,01 4,11 8,00 10,00 12,00 15,00 18,00 20,00 24,00 
12 17,53 4,92 9,00 11,00 14,00 17,00 20,00 24,00 28,00 
13 20,59 4,12 14,00 15,50 18,00 20,00 24,00 25,00 30,00 
14 22,06 5,18 15,00 17,00 18,00 22,00 25,00 30,00 32,00 
15 24,25 4,53 16,00 19,00 21,00 24,00 28,00 30,00 32,00 
16 25,53 4,87 18,00 19,00 22,00 25,00 28,00 32,00 35,00 
17 26,33 4,17 20,00 21,00 23,00 26,00 30,00 32,50 35,50 

 
Таблица 2 – Статистические параметры и центильные величины максимальной силы мышц кисти левой 
руки (кг) у городских школьников 

 

Центили Возраст, 
лет M SD 3 10 25 50 75 90 97 

Мальчики 
7 8,93 1,86 5,00 6,00 8,00 9,00 10,00 11,00 12,00 
8 11,08 2,50 7,00 8,00 10,00 11,00 12,00 14,00 18,00 
9 12,23 2,26 8,00 9,00 11,00 12,00 14,00 16,00 18,00 

10 13,92 3,52 8,00 10,00 11,50 14,00 17,00 19,00 22,00 
11 15,91 3,39 10,00 12,00 14,00 15,00 18,00 20,00 25,00 
12 16,87 4,15 10,00 12,00 15,00 17,00 19,50 21,50 25,00 
13 20,53 5,25 12,00 15,00 17,00 20,00 24,00 28,00 32,00 
14 24,08 6,90 14,00 16,50 20,00 24,00 29,00 32,50 37,00 
15 29,89 6,83 18,00 21,00 25,00 30,00 35,00 40,00 44,00 
16 33,89 7,16 19,00 24,00 30,00 35,00 39,00 42,00 45,00 
17 35,70 5,81 25,00 28,00 31,00 37,00 40,00 42,00 45,00 

Девочки 
7 8,12 2,16 4,00 5,00 6,50 8,00 10,00 11,00 13,00 
8 8,47 2,05 4,00 6,00 8,00 9,00 10,00 12,00 14,00 
9 10,24 2,71 5,00 7,00 9,00 10,00 11,00 12,00 15,00 

10 11,40 2,76 6,00 8,00 10,00 11,00 12,50 13,50 17,00 
11 13,68 3,74 7,50 9,00 11,00 13,00 14,00 15,00 19,00 
12 15,07 4,22 9,00 10,00 12,00 14,50 16,00 17,00 21,00 
13 18,21 4,13 10,00 12,00 15,00 18,00 19,00 20,00 24,00 
14 19,23 4,65 12,00 14,00 17,00 19,00 20,00 21,00 25,00 
15 21,09 4,07 13,00 16,00 18,00 21,00 22,00 23,00 28,00 
16 22,23 4,62 14,00 17,00 18,00 22,00 25,00 28,00 30,00 
17 22,55 4,14 15,00 18,00 19,00 22,00 25,00 29,00 32,00 

 
У обследованных школьников 7–17 лет выявлена функциональная асимметрия, харак-

терная для силы мышц кисти правой и левой руки. Темпы прироста показателя кистевой ди-
намометрии правой руки больше, чем левой как у мальчиков, так и у девочек. 

Возрастная динамика становой динамометрии (силы мышц разгибателей спины) у го-
родских школьников была схожа с изменениями мышечной силы кистей рук. В возрастном 
интервале от 7 до 17 лет мальчики статистически значимо (р < 0,001) опережали своих свер-
стниц по данному показателю (таблица 3). При этом у старших школьников (14–17 лет) сте-
пень различий возрастала более чем в 2 раза по сравнению с девочками за счет максимальных 
приростов силы мышц разгибателей спины у мальчиков данного возрастного интервала на 
фоне относительного замедления приростов у сверстниц. 
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Таблица 3 – Статистические параметры и центильные величины силы мышц разгибателей спины (кг) 
у городских школьников 

 

Центили Возраст, 
лет M SD 3 10 25 50 75 90 97 

Мальчики 
7 32,71 9,84 10,00 20,00 26,00 34,00 40,00 44,00 50,00 
8 37,76 9,50 18,00 24,00 34,00 40,00 44,00 46,00 58,00 
9 41,83 9,76 20,00 30,00 38,00 42,00 48,00 53,00 60,00 

10 42,78 10,32 22,00 34,00 42,00 46,00 50,00 56,00 62,00 
11 50,57 13,57 26,00 35,00 44,00 50,00 58,00 72,00 74,50 
12 52,83 12,97 30,00 38,00 44,00 52,00 60,00 70,00 76,00 
13 64,70 18,70 40,00 46,00 53,00 62,00 73,00 90,00 98,00 
14 75,81 26,55 44,00 52,00 60,00 72,00 92,00 110,00 130,00 
15 96,12 31,03 52,00 62,00 70,00 90,00 120,00 140,00 156,00 
16 112,99 29,16 57,00 78,00 90,00 120,00 130,00 150,00 160,00 
17 117,70 30,99 64,00 85,00 99,00 124,00 130,00 160,00 180,00 

Девочки 
7 25,91 10,25 10,00 14,00 20,00 26,00 36,00 40,00 46,00 
8 32,48 11,48 12,00 16,00 24,00 32,00 38,00 42,00 50,00 
9 33,82 8,82 18,00 20,00 26,00 33,00 40,00 44,00 54,00 

10 34,49 10,59 20,00 22,00 28,50 34,00 44,00 48,00 58,00 
11 38,16 14,25 22,00 24,00 30,00 38,00 48,00 60,00 74,00 
12 41,14 16,59 24,00 26,00 32,00 40,00 52,00 64,00 78,00 
13 49,64 15,65 26,50 30,00 36,00 48,00 59,00 71,00 80,00 
14 51,08 16,12 27,00 31,00 38,00 50,00 60,00 74,00 82,00 
15 53,76 18,48 28,00 33,00 40,00 52,00 64,00 76,00 84,00 
16 54,51 18,03 33,00 38,00 45,00 54,00 66,00 80,00 90,00 
17 55,88 16,70 35,00 39,00 47,00 56,00 68,00 82,00 91,00 

 
За весь изучаемый возрастной диапазон общий прирост становой силы у мальчиков соста-

вил 84,99 кг, а у девочек – всего 29,97 кг. Максимальная интенсификация прироста силы мышц 
разгибателей спины отмечалась у мальчиков в период с 14 до 15 лет (20,31 кг, или 23,9 % от об-
щего прироста). Среди девочек максимальный прирост показателя устанавливался на 2 года 
раньше по сравнению с мальчиками в 12–13 лет (8,5 кг, или 28,4 % от общего прироста). 

Силовые качества школьников в высокой степени взаимосвязаны практически со всеми 
их антропометрическими показателями. Корреляционная связь более четко была выражена у 
мальчиков (p < 0,001). 

Автором разработаны, изданы и внедрены в практическое здравоохранение Беларуси и 
в учебный процесс центильные таблицы оценки показателей силовых качеств городских 
школьников (таблицы 1, 2, 3) [11]. 

Анализ половозрастных изменений показателей кистевой динамометрии у школьников 
различных типов телосложения (максимальной силы мышц кисти правой и левой руки) пока-
зал, что силовые возможности у городских мальчиков во всех возрастных группах всех сома-
тотипов закономерно выше, чем у их сверстниц (p < 0,05–0,001). При этом различия имели бо-
лее высокую статистически значимую разницу между гиперсомными мальчиками и девочка-
ми. Степень выраженности полового диморфизма от 7 лет к 17 годам нарастает (таблицы 4, 5). 

Темпы возрастания показателей кистевой динамометрии в изучаемом возрастном пе-
риоде, а также величины общего прироста, больше у мальчиков, чем у девочек всех типов 
телосложения. За весь изучаемый возрастной период максимальная сила мышц кисти правой 
руки в большей степени увеличивалась у мальчиков гиперсомного и девочек мезосомного 
соматотипов, а левой – у мальчиков мезосомного и девочек гиперсомного соматотипов. 

Сила мышц кистей рук закономерно ниже у мальчиков и девочек лептосомного сома-
тотипа по сравнению с мезо- и гиперсомными, а у мезосомных ниже по сравнению с гипер-
сомными во всех возрастных группах (p < 0,001). Статистически значимые различия показа-
телей выявлялись в основном между лепто- и гиперсомными сверстниками, что может ука-
зывать на преимущественное увеличение массы тела у мезосомных школьников за счет мы-
шечной ткани, а гиперсомных – жировой. 
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Общий прирост максимальной силы мышц кистей рук от 7 до 17 лет у мальчиков всех 
типов телосложения больше по сравнению с девочками (таблицы 4, 5). При этом интенсив-
ность прироста показателей школьников зависела от конституциональных особенностей их 
телосложения. Так, среди мезо- и гиперсомных мальчиков до 12 лет, а лептосомных до 
13 лет, фиксировалось относительно равномерное увеличение показателей. После указанных 
возрастных периодов отмечался резкий скачок прироста мышечной силы кистей обеих рук. 
Максимальный прирост показателя среди мезосомных и лептосомных мальчиков зафиксиро-
ван с 14 до 15 лет, а среди гиперсомных на один год позже. 

 
Таблица 4 – Половозрастная динамика максимальной силы мышц кисти правой руки (кг) школьников 
в зависимости от соматотипа 

 

Тип телосложения 
лептосомный мезосомный гиперсомный Возраст, лет 

М SD М SD М SD 

Мальчики 
7 10,33 2,07 11,44 1,55 11,17 2,44 
8 12,40 2,80 12,80 1,89 13,46 3,57 
9 13,42 2,90 13,75 2,62 14,71 2,89 

10 14,44 4,45 15,44 3,44 17,50 4,00 
11 17,43 3,36 18,18 3,13 19,76 5,73 
12 19,33 4,24 19,39 3,53 21,04 5,39 
13 19,67 5,17 23,34 6,13 25,29 7,22 
14 20,40 4,93 27,88 6,58 28,74 7,75 
15 31,29 9,50 34,92 7,69 32,67 7,23 
16 32,25 7,27 37,89 5,95 40,00 6,73 
17 37,25 5,83 41,29 5,18 41,55 6,40 

Девочки 
7 8,91 2,30 9,61 1,73 9,13 2,45 
8 10,50 2,14 11,18 1,63 10,44 2,40 
9 11,71 2,45 13,00 3,18 12,80 2,90 

10 11,82 2,23 14,43 1,70 14,64 3,75 
11 13,00 2,65 16,27 3,40 17,06 5,30 
12 14,88 1,55 17,55 4,32 18,21 7,09 
13 18,40 3,35 20,10 4,14 20,57 3,92 
14 19,58 4,12 23,00 4,97 21,93 5,70 
15 22,13 3,52 23,45 4,46 26,13 4,14 
16 25,09 3,73 25,76 6,17 26,23 5,84 
17 26,00 3,57 27,50 3,58 26,78 3,35 

 
Таблица 5 – Половозрастная динамика максимальной силы мышц кисти левой руки (кг) школьников в 
зависимости от соматотипа 

 

Тип телосложения 
лептосомный мезосомный гиперсомный Возраст, лет 

М SD М SD М SD 
Мальчики 

7 9,00 2,00 9,89 1,15 9,33 1,61 
8 10,90 2,77 11,09 2,02 11,92 3,97 
9 11,89 2,85 12,41 2,95 12,76 2,28 

10 13,56 4,69 14,84 3,48 15,93 3,79 
11 15,00 3,46 16,00 3,18 17,29 4,61 
12 17,11 3,02 16,78 3,72 17,92 4,73 
13 18,11 3,72 19,97 5,54 22,50 6,53 
14 20,80 3,35 24,69 6,07 26,29 6,65 
15 27,67 6,16 30,81 6,56 28,57 7,87 
16 28,25 7,68 33,78 5,71 35,91 7,54 
17 31,08 6,01 37,43 3,94 36,53 5,55 

Девочки 
7 8,55 2,54 8,18 1,70 8,60 2,50 
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Окончание таблицы 5 
8 9,43 0,98 9,29 0,98 8,67 1,73 
9 9,66 1,84 11,89 3,01 12,00 2,53 

10 9,73 1,27 12,29 1,73 12,36 3,96 
11 9,75 3,30 14,82 3,45 14,54 5,27 
12 13,25 2,55 15,72 4,68 15,12 5,53 
13 16,75 2,73 18,03 3,78 18,50 4,95 
14 17,42 4,21 19,10 4,63 19,21 4,97 
15 18,75 3,73 20,13 4,45 22,19 3,31 
16 21,45 4,11 22,67 5,53 22,75 5,62 
17 22,33 3,39 22,91 4,24 23,86 3,62 

 
Среди девочек изучаемого возрастного диапазона можно выделить два пика наиболь-

ших прибавок мышечной силы кистей рук. Первый выявлен с 12 до 13 лет у гипер- и лепто-
сомных и с 13 до 14 лет у мезосомных школьниц. После указанных возрастных периодов 
темпы прироста признака у школьниц снижались. 

В связи с неодновременным вступлением школьников в пубертатный период развития 
наибольшая вариабельность показателей мышечной силы кистей рук устанавливалась у 
мальчиков в возрастных группах старше 13 лет, у девочек – старше 12 лет [11]. 

Возрастная динамика становой динамометрии (силы мышц разгибателей спины) у го-
родских школьников всех соматотипов была схожа с изменениями мышечной силы кистей 
рук (таблица 6). 

 
Таблица 6 – Половозрастная динамика силы мышц разгибателей спины (кг) школьников в зависимо-
сти от соматотипа 

 

Тип телосложения 
лептосомный мезосомный гиперсомный Возраст, лет 

М SD М SD М SD 

Мальчики 
7 32,71 12,23 36,22 6,91 35,00 7,98 
8 39,78 9,02 42,66 9,33 44,18 10,75 
9 40,87 9,21 43,56 8,51 47,94 6,84 

10 43,56 8,23 44,72 8,50 48,43 11,51 
11 49,00 9,90 52,82 8,81 61,11 13,34 
12 49,33 5,89 56,30 9,59 66,38 15,53 
13 61,00 15,74 67,11 16,88 74,32 25,20 
14 63,50 20,74 78,48 17,69 86,08 26,28 
15 88,14 21,47 102,22 24,54 97,82 26,16 
16 99,67 26,96 107,00 20,33 112,60 22,12 
17 107,25 21,65 119,29 24,40 125,29 26,02 

Девочки 
7 32,36 16,76 34,04 8,14 33,86 23,22 
8 32,44 12,03 37,26 8,45 38,00 11,83 
9 33,67 7,63 38,78 8,20 39,10 8,89 

10 34,55 5,87 40,86 7,58 40,36 12,71 
11 36,00 15,56 43,88 12,07 46,75 17,56 
12 38,33 10,46 44,88 17,33 46,92 20,91 
13 43,47 8,64 50,96 17,40 49,54 13,95 
14 45,91 15,71 57,37 14,96 50,18 13,32 
15 46,44 18,69 57,76 15,71 52,86 22,50 
16 47,96 14,75 62,24 23,33 61,62 17,35 
17 48,80 10,71 63,50 15,75 64,33 16,33 

 
Силовые качества школьников (максимальная сила мышц кистей рук и становая сила) в 

высокой степени взаимосвязаны практически со всеми их антропометрическими показателя-
ми. При этом коэффициенты корреляции достигали более высоких значений у мезосомных 
мальчиков и девочек. В меньшей степени эта связь была выражена среди лептосомных и ху-
же всего у гиперсомных школьников. 
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Корреляционная связь силовых качеств более четко была выражена у мальчиков всех 
типов телосложения по сравнению с девочками. При этом корреляция толщины КЖС на ко-
нечностях с показателями кистевой и становой динамометрии мальчиков всех соматотипов 
имела отрицательную направленность, в отличие от девочек, что свидетельствует об увели-
чении силовых возможностей мальчиков при снижении жироотложения. 

Заключение. Анализ половозрастной динамики функциональных показателей у обследо-
ванных школьников показал, что силовые возможности у городских мальчиков закономерно пре-
вышают таковые у сверстниц. Степень выраженности полового диморфизма от 7 к 17 годам на-
растает за счет более высоких темпов прироста показателей у мальчиков. У девочек на протяже-
нии всего изучаемого возрастного периода, в отличие от мальчиков, отмечается плавное уве-
личение силовых показателей. 

Интенсивность приростов функциональных показателей у школьников зависит от типа 
их телосложения. Максимумы приростов показателей, характеризующих силовые качества 
раньше наступают у лепто- и мезосомных мальчиков, а также у мезо- и гиперсомных дево-
чек. Половой диморфизм силовых показателей у школьников всех соматотипов в процессе 
онтогенеза постепенно увеличивается в пользу мальчиков за счет более высоких темпов при-
роста у них показателей в пубертатный период (особенно среди мезосомных школьников). 

Установлена корреляционная взаимосвязь между морфометрическими показателями 
тела и силовыми качествами школьников, которая была более тесной у представителей мезо-
сомных соматотипов по сравнению с лепто- и гиперсомными. 
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Динамика общего функционального состояния мозга спортсменок 
на протяжении менструального цикла 
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Исследованы функциональные возможности центральной нервной системы спортсменок на про-
тяжении менструального цикла при дозированной физической нагрузке с реверсом. По данным 
рефлексометрии, выявлены основные типы реакций общего функционального состояния мозга и 
физической работоспособности. 
Ключевые слова: функциональное состояние мозга, дозированная нагрузка, устойчивость реак-
ции, функциональные возможности 
 
The functionality of the central nervous system of athletes during the menstrual cycle when dosed 
exertion is reversible is investigated. According to reflexometer, the basic types of reactions, general 
condition of the brain and physical activity are revealed. 
Keywords: functional state of the brain, dosage load, response stability, functionality. 
 
Введение. Проблема оценки функциональных состояний является одной из важнейших 

в областях науки, изучающих динамику адаптивных процессов у человека при его взаимо-
действии с внешней средой [1]–[5]. 

При исследовании особенностей функционирования организма изучаются многие фи-
зиологические составляющие, но для оценки механизмов формирования функционального со-
стояния человека необходимо рассмотрение и психофизиологических характеристик [5]–[7]. 
Под влиянием стрессовых ситуаций в центральной нервной системе (ЦНС) формируются и 
включаются сложные механизмы адаптации, обеспечивающие сохранение гуморального и 
церебрального гомеостаза, работоспособности человека, за счет перестройки энергетиче-
ских, структурных и информационных уровней [2], [8]–[12]. 

Сегодня доказано, что систематические занятия физической культурой и спортом уве-
личивают функциональные возможности мозга. Важным признаком больших адаптационных 
возможностей ЦНС, является способность спортсменов выполнять мышечную работу на фо-
не глубоких фазовых состояний мозга, однако такие работы проведены, хотя и с учетом спе-
цифики спортивной специализации, но в большинстве своем с привлечением представителей 
мужского пола [1], [3], [5], [6], [13]. 

Функциональные возможности ЦНС женщин во многом зависят от их анатомо-
физиологических особенностей, в частности, наличия такого ритмического биологического 
процесса, как овариально-менструальный цикл (ОМЦ). Анализ литературных источников 
показал, что изучению проблемы влияния менструального цикла на функциональные воз-
можности организма женщин в их многообразной деятельности, в том числе и спортивной, 
посвящено достаточно много работ. Вопросы о динамике физической работоспособности 
спортсменок на протяжении менструального цикла рассмотрены в работах Л.Г. Шахлиной 
[5], Е.Л. Михалюка [12], Е.П. Врублевского [13] и др. [1], [9], [14]. 

В отдельных работах представлены данные о динамике психофизиологических состояний 
спортсменок, находящихся под влиянием гормональных колебаний менструального цикла, их 
взаимосвязь со спортивной результативностью, однако они не носят системного характера. 

Приводимые сведения часто противоречивы, особенно в отношении фаз психического 
и физиологического напряжения – менструальной и предменструальной. Основными источ-
никами подобного расхождения мнений могут быть данные, полученные и представленные 
без должного учета индивидуального характера протекания менструального цикла, особен-
ностей высшей нервной деятельности, уровня здоровья, возраста, а у спортсменок – и вида 
деятельности, спортивного стажа, степени нагрузок и фазового характера восстановительных 
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процессов, в которых состояние суперкомпенсации может приходиться на любую из фаз 
менструального цикла, определяя высокие функциональные возможности спортсменки. На-
против, на фоне неполного восстановления, даже в «оптимальные» фазы менструального 
цикла, будет проявляться сниженная работоспособность. К сожалению, авторы не всегда в 
публикуемых материалах останавливаются на подобных «мелочах». 

Физическая работоспособность спортсменок в значительной степени определяется функ-
циональным состоянием ЦНС. Нервная система высоко чувствительна к изменениям внешней и 
внутренней среды, претерпевает глубокие изменения функционального состояния как при на-
пряженной мышечной работе, так и в связи с развивающимися процессами в ОМЦ. Сочетание 
этих факторов значительно усугубляет адаптивные возможности ЦНС и организма женщин-
спортсменок [4]. В таких условиях изменяются основные биологические свойства нервной сис-
темы – возбудимость, проводимость, лабильность, определяющие объем, скорость и качество 
выполняемой работы, а в спорте – результативность спортивной деятельности. В настоящее 
время исследования адаптационных реакций ЦНС представляют определенную проблему, свя-
занную с технически сложным и дорогим обеспечением, что ограничивает возможности массо-
вой донозологической и функциональной диагностики. Сложившееся положение подвигло ряд 
авторов на разработку новых доступных методик исследований функций мозга, опубликован-
ных в научной литературе [5], [9], [14]. В их основу положены методические подходы 
Т.Д. Лоскутовой [11], [15], обеспечивающие достаточно полную информацию об общем функ-
циональном состоянии (ОФС) мозга. Возможность оперативно диагностировать динамику нерв-
ных процессов с учетом других критериев функциональных резервов организма, представляет 
определенный интерес для теории и практики физиологии физического воспитания и спорта, как 
средства управления учебно-тренировочным процессом женщин-спортсменок. 

Целью настоящего исследования было изучение динамики функционального состояния 
центральной нервной системы и физической работоспособности девушек, занимающихся спор-
том, при выполнении дозированной мышечной нагрузки в каждую из фаз менструального цикла. 

Методика исследований. Исследования проводились в лаборатории возрастной фи-
зиологии спорта кафедры биологии и основ здоровья ЮНПУ имени К.Д. Ушинского, в кото-
рых приняли участие 30 спортсменок факультета физического воспитания в возрасте 17–
22 лет, специализирующихся в ситуационных видах спорта, квалификации І разряд – мастер 
спорта. На момент тестирования все девушки были практически здоровы и, по субъективным 
оценкам, находились в фазе полного восстановления. С наступлением менархе, менструаль-
ный цикл спортсменок не нарушался, был стабильным, что позволило использовать кален-
дарный метод определения его фаз. Согласно существующим методическим подходам [5], 
[9], [14], менструальный цикл был условно разделен на пять фаз: менструальная (I), постмен-
струальная (II), овуляторная (III), постовуляторная (IV) и предменструальная (V). 

Для достижения поставленной цели использовались следующие методы: анкетирова-
ние, антропо-физиометрия, велоэргометрия, календарный метод определения фаз менстру-
ального цикла, рефлексометрия, статистические методы обработки результатов исследования 
и комплекс сопровождающих методик, обеспечивающих контроль функционального состоя-
ния обследуемого: измерение АД, электрокардиография, омегаметрия. 

Динамика общего функционального состояния мозга (ОФС) оценивалась с помощью 
разработанного в лаборатории возрастной физиологии спорта портативного устройства 
«Молния» [16] по методике Т.Д. Лоскутовой в каждую фазу менструального цикла [11]. Ме-
тодика основана на анализе многократно зарегистрированных значений простой сенсомо-
торной реакции: до и после дозированной физической нагрузки, проста в применении, пол-
ностью автоматизирована и не вызывает эффекта привыкания. Регистрация ОФС осуществ-
лялась на протяжении 55–70 минут в стандартных условиях отдельной звуко- изолирован-
ной, затемненной комнате. В момент регистрации ОФС: исключались любые внешние звуко-
вые, световые и иные воздействия. 

В ходе обследования оценивались три основных показателя общего функционального 
состояния (ОФС) мозга: функциональный уровень системы (ФУС) – характеризует напряжен-
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ность тонических неспецифических влияний, устойчивость реакции (УР) – отражает степень 
стабильности состояния и уровень функциональных возможностей (УФВ) – свидетельствует о 
способности мозга формировать и удерживать высокий функциональный уровень системы. 

Для оценки уровня физической работоспособности спортсменок использовалась мо-
дернизированная [8] методика Д.Н. Давиденко [17]. Тестирование заключалось в плавном 
непрерывном повышении мощности нагрузки до достижения частоты сердечных сокраще-
ний (ЧСС) 150–155 уд/мин, после чего осуществлялся реверс (поворот) мощности работы в 
сторону ее снижения, протекающего с той же скоростью. Результаты исследования дают 
возможность оценить функциональные резервы организма по 30 критериям, семь из которых 
характеризуют физическую работоспособность. 

В настоящей работе описывается лишь один из критериев – выполненная общая работа 
(Аобщ), как наиболее интегральный показатель, включающий мощность и продолжитель-
ность работы. Полученные результаты были подвергнуты статистической обработке с ис-
пользованием стандартных методов статистики (SPSS v. 16.0). 

Результаты исследования и их обсуждение. Уровень физического развития обследо-
ванных спортсменок по основным антропометрическим показателям соответствовал норма-
тивным значениям для избранного вида спорта. Так, длина тела девушек в среднем составила 
164,23 ± 0,89 см, масса тела – 56,8 ± 1,3 кг. Окружность грудной клетки в покое, при вдохе и 
на выдохе была равной, соответственно: 84,77 ± 1,13 см; 90,43 ± 1,6 см; 82,25 ± 1,07 см. При 
этом жизненная емкость легких спортсменок достигала величины 3206,67 ± 118,49 мл. Дан-
ные динамометрии ведущей руки (27,87 ± 1,3 кг) и становой (71,93 ± 4,15 кг) находились в 
пределах нижней границы возрастно-половой нормы. Следовательно, обследованные девуш-
ки-спортсменки, по большинству антропометрических показателей физического развития, 
достоверно не отличались от не тренирующихся ровесниц Одесского региона. 

Анализ полученных данных рефлексометрии свидетельствует о том, что функциональ-
ное состояние мозга большинства девушек (93,4–96,7 %) на протяжении менструального 
цикла в состоянии покоя характеризовалось флуктуациями, не выходящими за пределы нор-
мативных значений [11], [15]. По средне групповым данным, наименьшие значения ФУС, 
УР, УФВ отмечались в I, а наибольшие (достоверно только по устойчивости реакции) – в V 
фазах ОМЦ, соответственно: 4,74 ± 0,05, 2,02 ± 0,07 и 3,66 ± 0,08 у.е. После-рабочие измене-
ния характеризовались недостоверным снижением в 1, 3, 5 и повышением во II и IV фазах. 
Глубина сдвигов значений функционального состояния мозга под влиянием физической на-
грузки (ФН) составила 0,2–5,9 %, наименьшие сдвиги отмечены в постменструальную и по-
стовуляторную, наибольшие – в предменструальную и менструальную фазы. Среди обследо-
ванных были выделены лица с низким, средним и высоким уровнями активации ЦНС, соот-
ношение которых без определенной закономерности изменялось в каждую из фаз. Так, ус-
тойчивость реакции (УР) для большинства спортсменок, характеризовалась высоким уров-
нем, который в состоянии покоя в I (менструальную) фазу отмечен у 43,3 % и в V (предмен-
струальную) фазу у 60 % обследованных. Число лиц со средним и низким уровнями колеба-
лось, соответственно, в пределах 23,3–43,3 % и 13,3–26,7 %. По ФУС и УФВ преобладали 
средний (30–46,7 % и 23,4–53,3 %, соответственно) и высокий (20–30 % и 26,7–50 %, соот-
ветственно) уровни. Примечательно, что доминировали эти типы в наибольшей степени 
(83,3 % случаев) в V, предменструальной фазе. Аналогичная динамика исследуемых крите-
риев была отмечена и после выполнения дозированной физической нагрузки с той лишь осо-
бенностью, что количество обследованных спортсменок с высокими уровнями УР и УФВ 
стало недостоверно меньшим. Следует отметить, что как в состоянии покоя (3,3–10,0 %), так 
и после воздействия мышечных нагрузок (6,6–16,7 %) были зарегистрированы случаи 1-й 
степени патологии [8]. 

Полученные результаты свидетельствуют о том, что среднестатистические данные 
скрывают индивидуальные особенности функционирования нервной системы, поэтому ста-
новится невозможным в полной мере определить и оценить общее функциональное состоя-
ние мозга спортсменок на протяжении менструального цикла. 
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Индивидуальный анализ результатов тестирования ОФС мозга позволил разделить студен-
ток на подгруппы в зависимости от направленности сдвигов критериев ОФС мозга после физиче-
ской нагрузки. Это позволило выделить два основных типа реакций: 1-й – снижение, отмеченный 
у 58 % обследованных, и 2-й – повышение, свойственный 42 % обследованных спортсменок. 

Первую группу, с положительной после рабочей динамикой функционального состоя-
ния мозга, составили спортсменки с низкими и ниже средних исходными показателями ОФС 
мозга. Вторую группу, с отрицательной динамикой на выполненную нагрузку, составили об-
следованные с высоким исходным уровнем критериев ОФС мозга. Таким образом, реакция 
ЦНС на дозированные физические нагрузки определяется исходным уровнем активности и 
подчиняется «закону маятника». 

Следует отметить, что динамика функционального состояния ЦНС по фазам ОМЦ не 
носит определенного характера, так как в каждую из фаз наблюдалось различное соотноше-
ние типов, величины и направленности реакции. 

Так, первый тип реакции, повышение критериев ОФС мозга в восстановительный период, 
отмечался в диапазоне от 5 до 25 % случаев. В менструальную, постменструальную, овулятор-
ную и постовуляторную фазы в 50–63,3 % случаев. Наибольший процент сдвига (до 35 %) отме-
чался в предменструальную фазу, у небольшого числа обследованных – 36,7 % (рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Типы реакции критериев ОФС мозга девушек-спортсменок 17–22 лет на дозированную физиче-
скую нагрузку по замкнутому циклу (с реверсом) на протяжении менструального цикла (I–V – фазы ОМЦ) 

 
В предменструальной фазе степень снижения была существенно ниже (до -25%) и отмеча-

лась у большей части девушек (63,3%). Показано, что наибольшую реактивность на воздействие 
дозированных мышечных нагрузок обнаружил критерий устойчивости реакции (УР), менее ла-
бильным оказался уровень функциональных возможностей (УФВ) и наименее чувствительным 
показателем являлся функциональный уровень системы (ФУС), колебания которого регистриро-
вались в диапазоне ± 10 %, что согласуется с ранее опубликованными данными [8]. 

Исходя из «шкалы состояний» [4] изменения функционального состояния мозга по 
большинству критериев можно оценить как реакцию активации, которая допускает флуктуа-
цию в пределах ± 25 %. Сдвиги показателей в диапазоне ± 25%–50 % следует рассматривать 
как реакцию напряжения. 

Результат исследования изменений ОФС мозга на протяжении менструального цикла в 
состоянии относительного мышечного покоя и после физической нагрузки, по среднегруп-
повым данным, носит недостоверный характер. В группах с первым (повышением) и вторым 
(понижением) типом реакций колебания функционального состояния мозга под влиянием 
ФН имели высокую степень достоверности (p < 0,05–0,001). В то же время, анализ динамики 
ОФС мозга на протяжении овариально-менструального цикла (сопоставление по фазам «по-
кой-покой», «реакция на ФН») не выявил достоверных сдвигов его параметров. 

В нашем исследовании осуществлен новый подход к оценке функционального состоя-
ния мозга, в котором использовался интегральный критерий, учитывающий флуктуации всех 
трех показателей: ФУС, УР, УФВ и представляющий собой сумму их значений, что исклю-
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чило влияние случайных колебаний каждого из них. В отдельных работах [18] использовался 
метод усреднения полученных значений для правой и левой руки. Полагаем, что подобный 
подход возможен при разработке собственных нормативных критериев, поскольку показате-
ли нерабочей руки, как правило, ниже и тем самым снижают общую оценку, поэтому сопос-
тавление полученных таким образом данных с нормативными уровнями Т.Д. Лоскутовой 
[15], разработанных для ведущей руки, является не вполне корректным. 

Изучение взаимосвязи динамики функционального состояния ЦНС по обобщенному 
параметру и физической работоспособности у спортсменок 17–22 лет на протяжении менст-
руального цикла показало, что по среднегрупповым данным (рисунок 2А), изменения ука-
занных показателей носили недостоверный и разнонаправленный характер в I–IV фазах 
ОМЦ. В V (предменструальной) фазе отмечалась однонаправленность сдвигов в сторону по-
вышения как показателей ОФС мозга, так и ФР. В этой же фазе отмечены наиболее высокие 
уровни анализируемых критериев. 

 

 
 

Рисунок 2 – Динамика ОФС мозга и физической работоспособности девушек-спортсменок 17–22 лет 
на протяжении овариально-менструального цикла (I–V – фазы ОМЦ; А – для всей группы,  

Б – у лиц с первым и В – у лиц со вторым типом реакции) 
 
В группе спортсменок с повышением показателей ОФС мозга в восстановительный пе-

риод динамика физической работоспособности и обобщенного критерия функционального 
состояния ЦНС носила несколько иной характер в первые четыре фазы и аналогичный сред-
негрупповым данным – в пятой фазе ОМЦ (рисунок 2Б). Следует отметить, что наибольшие 
значения работоспособности (объем выполненной работы, ее мощность, максимальное по-
требление кислорода и PWC170) у представительниц этой группы также регистрировались в 
предменструальной фазе. Наиболее низкий уровень функционирования мозга и ФР зарегист-
рирован в менструальную фазу. 

Внешняя схожесть динамики исследуемых показателей функциональных возможностей 
организма с таковой, определенной по общегрупповым данным, проявлялась у обследован-
ных, отнесенных ко второму типу реакции ОФС мозга (снижение). При этом, наиболее высо-
кий уровень физической работоспособности отмечался в I (менструальной) и V (предменст-
руальной) фазах (рисунок 2В и 2А). 

Изложенные результаты в определенной части согласуются с литературными данными 
[7], [9], [14], [19], отмечающими напряжение процессов адаптации в менструальную фазу, 
что отмечено нами во всех вариантах анализа критериев ОФС мозга. В отношении динамики 
физической работоспособности и критериев ОФС мозга в другие фазы менструального цикла 
необходимо использовать индивидуальный подход, о чем свидетельствуют результаты ряда 
исследований [12]. Так, одни специалисты отмечают значительное снижение физической ра-
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ботоспособности в менструальной, овуляторной и предменструальной и более высокий ее 
уровень в постменструальной и постовуляторной фазах [1], [20]. Другие – отмечают отсутст-
вие существенных изменений в динамике физической работоспособности на протяжении 
менструального цикла [5], [18]. В литературе встречаются данные и об индивидуальном ха-
рактере проявления физической работоспособности в менструальном цикле [14]. 

Проведенный корреляционный анализ показателей ОФС мозга (зарегистрированных до 
и после нагрузки) и физической работоспособности (Аобщ) обнаружил наибольшее количе-
ство связей в постовуляторную и предменструальную фазы в группе спортсменок с после 
рабочим повышением уровня функционального состояния ЦНС, характеризующих среднюю 
положительную зависимость (r = 0,35–0,68). В менструальную и постменструальную фазы 
выявлено, что количество связей с Аобщ значительно меньше, а сами связи были низкими и 
отрицательными. В овуляторную фазу достоверных корреляционных зависимостей изучае-
мых показателей не обнаружено. Примечательно, что отрицательные связи регистрируются в 
случае сниженной (І и ІІ фазы), а положительные и большей силы связи – в случае с высокой 
работоспособностью (IV и V фазы; рисунок 2Б). 

В группе обследованных спортсменок с понижением критериев ОФС мозга положитель-
ная взаимосвязь УР, ФУС, УФВ и Аобщ отмечена лишь в менструальную фазу (r = 0,24–0,56), 
что согласуется с высоким уровнем работоспособности девушек. В других фазах анализи-
руемые показатели имели слабую отрицательную зависимость. Наибольшее количество свя-
зей отмечено в овуляторную фазу, характеризующуюся недостоверно меньшим уровнем ра-
ботоспособности, а наименьшее – в менструальную и предменструальную фазы ОМЦ. 

Заключение. Анализ изучения взаимосвязи динамики функционального состояния 
ЦНС по обобщенному параметру и физической работоспособности у спортсменок 17–22 лет 
на протяжении менструального цикла показал, что изменения указанных показателей по 
средне групповым данным носили недостоверный и разнонаправленный характер в I–IV фа-
зы ОМЦ. В V (предменструальную) фазу отмечалась однонаправленность сдвигов в сторону 
повышения как показателей ОФС мозга, так и физической работоспособности. В эту же фазу 
отмечены наиболее высокие уровни анализируемых критериев.  

Общими закономерностями динамики функционального состояния ЦНС в процессе вы-
полнения дозированных физических нагрузок с реверсом в отдельные фазы менструального 
цикла могут считаться конвергентные изменения критериев ОФС мозга направленность, кото-
рых определяется исходным уровнем активации. Показано, что позитивные изменения показа-
телей отмечаются у девушек-спортсменок с низкими их исходными значениями перед нагруз-
кой, а негативная динамика, уменьшение показателей – при их высоких исходных величинах. 
Полученные данные позволяют считать конвергентный тип реакций ОФС мозга универсальным. 

В результате тестирования дозированной нагрузкой по замкнутому циклу получен 
комплекс показателей, характеризующих высокую работоспособность девушек, занимаю-
щихся спортом, в предменструальную фазу в 60 % случаев. Наименьший уровень работоспо-
собности регистрировался у большинства обследованных девушек-спортсменок (73,3 %) в 
постовуляторную фазу. 

Высокая индивидуальность колебаний показателей ОФС мозга и физической работо-
способности на протяжении менструального цикла снижает информативность оценки, полу-
ченной по среднегрупповым данным, и выдвигает необходимость индивидуального подхода 
при исследовании функциональных возможностей девушек-спортсменок. 

Перспектива исследования состоит в изучении ведущих факторов, влияющих на дина-
мику функциональных возможностей девушек различного уровня физической подготовлен-
ности на протяжении биологического цикла. 
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К экологии енотовидной собаки (Nyctereutes procyonoides) 
на юго-востоке Беларуси 

 
А.А. САВАРИН 

 
Анализируется находка черепа взрослой енотовидной собаки в пригороде г. Гомеля. Отдельные 
промеры черепа достаточно велики (кондилобазальная длина 122 мм). Значительных аномалий и 
патологий в черепе не выявлено. Данные факты указывают на благоприятные условия для физио-
логического развития зверя в условиях юго-востока Беларуси. Высказано предположение, что 
особи енотовидной собаки, в отличие от других псовых, обладают повышенной устойчивостью к 
возникновению патологий в черепе. Указанное обстоятельство значительно повышает конкурен-
тоспособность с видами аборигенной фауны. 
Ключевые слова: Nyctereutes procyonoides, взрослая особь, промеры черепа, патология, условия 
обитания. 
 
The discovery of an adult raccoon dog’s skull in the suburb of Gomel is analyzed. Some measurements of 
the skull are rather large (condylobasal length of 122 mm). Significant anomalies and abnormalities of the 
skull weren’t found. These facts indicate favorable conditions for the animal’s development in the south-
east of Belarus. It is suggested that individuals of raccoon dog, unlike other canids, possess increased re-
sistance to the emergence of pathologies in the skull. This circumstance greatly increases the competi-
tiveness with species of native fauna. 
Keywords: Nyctereutes procyonoides, adult, measurements of the skull, pathology, conditions of living. 
 
Введение. На территории Беларуси енотовидная собака ‒ Nyctereutes procyonoides 

(Grey, 1834) ‒ достаточно обычный вид млекопитающих, интродуцированный первоначально 
в Гомельской области (1936 г.). Этот вид нередко поселяется вблизи населенных пунктов в 
сельской местности, особенно расположенных в поймах рек. Предпочитает участки с обиль-
ным разрастанием кустарников, подлеска, наличием оврагов, холмов и других естественных 
или искусственных изменений ландшафта. 

Экология данного вида привлекает внимание большого числа специалистов по целому ря-
ду аспектов, один из которых и наиболее главный – дальнейшее расширение области распро-
странения, численности [1], и, как следствие, сильное воздействие на аборигенную фауну [2]. 

Цель данной работы – показать возможность краниологического мониторинга в оценке 
экологических условий региона для благоприятного физиологического развития особей. 

Результаты и их обсуждение. В течение последних 5 лет в пригородной зоне г. Гомеля 
енотовидная собака нами регистрировалась неоднократно (с помощью немецкой овчарки). 
Известны случаи и сбивания отдельных особей автомобильным транспортом (рисунок 1). 
Однако мертвых особей или останки тела ранее мы не находили. 

 

 
 

Рисунок 1 − Енотовидная собака, сбитая автомобилем в пригороде г. Гомеля (2010 г.) 
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В июле 2012 г. в пойме р. Сож в окрестностях д. Поколюбичи нами найден фрагмент 
головы пушного млекопитающего. После соответствующей обработки (варки и очистки че-
репа от тканей) была определена видовая принадлежность. 

Череп принадлежал взрослой особи (сагиттальный гребень четко выражен, клыки ост-
рые) енотовидной собаки. В нижней челюсти – характерная для особей вида [3] глубокая уг-
ловатая вырезка ниже углового отростка (рисунок 2). 

 

 
б) 

а) 

в) 

 

Рисунок 2 − Морфологические особенности черепа енотовидной собаки 
а) дорзальный вид: экзостозы (1), мелкие очаги остеолиза (2); 

б) латеральный вид верхней челюсти (указаны мелкие очаги остеолиза); 
в) латеральный вид нижней челюсти 

 
Зубная формула: 

  3 1  4 2 
  I  C  PM  M  = 40. 
  3 1  4 2 

Таким образом, на двух сторонах нижней челюсти нет третьего коренного зуба (отсут-
ствуют альвеолы, рисунок 3). Всего недостает двух зубов. В популяциях енотовидной собаки 
олигодонтия, включая отсутствие третьего коренного зуба в нижней челюсти, – нередкое яв-
ление [4]. Однако в обследованной нами ранее небольшой выборке черепов (n = 4) енотовид-
ной собаки с территории бывшего Припятского ландшафтно-гидрологического заповедника 
[5] отклонений в зубной формуле не выявлено. 

Основные промеры черепа (рисунок 2): кондилобазальная длина – 122,0 мм; скуловая 
ширина – 67,4 мм; высота нижней челюсти – 48,3 мм. Полученные данные превосходят от-
дельные средние значения таких же характеристик у енотовидной собаки, обитающей на се-
вере Беларуси (121,1; 69,6; 47,2 мм соответственно) [6]. Следует заметить, что специалисты 
[6] проводили исследования в относительно естественном природном комплексе. Превосхо-
дит кондилобазальная длина рассматриваемого черепа среднее значение данного параметра 
из ряда других географических популяций вида [7]. 
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Рисунок 3 – Нижняя челюсть без М3 

 
Особый интерес представляет анализ наличия в черепе патоморфологических измене-

ний, что вызвано прогрессирующей деградацией естественных природных комплексов, на-
коплением токсичных и мутагенных веществ, ростом природно-очаговых заболеваний. В 
найденном черепе выявлены лишь незначительные патологические изменения: мелкие экзо-
стозы наружной поверхности свода черепа (рисунок 2 а, 1) и мелкоочаговый остеолиз верх-
нечелюстной кости в области М1-М2 (рисунок 2 б). Не было существенных (способных по-
влиять на жизнеспособность особей) патологий и в черепах енотовидной собаки с террито-
рии Припятского заповедника [5]. Сходные результаты получены [8] при анализе репрезен-
тативных выборок черепов енотовидных собак из семи географических популяций, включая 
две с Дальнего Востока (Амурская обл. и Хабаровский край). Лишь одна популяция (с севе-
ро-востока Тверской области) отличалась повышенной суммарной частотой различных пато-
логий, а также остеомиелита (более 6 %). 

В обследованных нами черепах других псовых [5] и других видов хищных, обитающих 
в регионе [9], [10], выявляются различные по этиологии и формам патологии. Можно пред-
положить, что особи енотовидной собаки, в отличие от других хищных, обладают повышен-
ной устойчивостью к возникновению патологий черепа. 

Как известно, между енотовидной собакой и лисицей (также обычным видом в приго-
родной зоне) нет сильной пищевой конкуренции [11]. Вместе с тем, предполагаемое обстоя-
тельство значительно повышает конкурентоспособность с видами аборигенной фауны. 

Заключение. Высказанная гипотеза о большей физиологической устойчивости еното-
видной собаки к возникновению патологий в черепе требует тщательной проверки путем 
анализа репрезентативных выборок на основе единых критериев в оценке патоморфологиче-
ских изменений, которые, к сожалению, в настоящее время териологами не выработаны. 
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Созологическая оценка фиторазнообразия регионального ландшафтного 
парка «Гадячский» (Полтавская область, Украина) 

 
О.Р. ХАННАНОВА 

 
На основе обобщения литературных сведений, обработки гербарных коллекций и осуществлении 
оригинальных исследований, проведено созологическую оценку фиторазнообразия регионального 
ландшафтного парка «Гадячский». Раритетная часть флоры парка составляет 107 видов, среди ко-
торых 11 – охраняются на международном, 30 – национальном и 77 – региональном уровнях. Со-
зологически ценными на территории парка являются 15 синтаксонов растительности, из которых 8 
– занесены в Зеленую книгу Украины и 7 – регионально редкие. Парк является ключевой террито-
рией Псельского экокоридора региональной экосети. 
Ключевые слова: региональный ландшафтный парк, фиторазнообразие, созологическая оценка, 
экосеть, ключевая территория. 
 
The sozological assessment of phytodiversity of the regional landscape park «Gadyachsky» based on the 
generalization of literature data, processing of herbarium collections and implementation of original re-
search was conducted. Rare share of the flora of the park is 107 species, including 11 species are pro-
tected on international, 30 – national and 77 – regional levels. 15 syntaxons are sozologically valuable on 
the territory of the park, 8 of them are registered in the Green Book of Ukraine and 7 syntaxons are 
needed in protection at regional level. The park is a crucial territory of Psilskiy ecological corridor of the 
regional ecological network. 
Keywords: Regional Landscape Park, phytodiversity, sozological assessment, ecological network, crucial 
territory. 
 
Одним из действенных механизмов сохранения состояния флористических комплексов 

является создание природно-заповедных территорий. Компромиссом в решении вопроса со-
хранения биоразнообразия на фоне антропогенной нагрузки от рекреационной деятельности 
является создание объектов полифункционального назначения – региональных ландшафтных 
парков (далее – РЛП), составляющих существенный элемент экологической защиты региона, 
который позволяет сохранять природные комплексы и положительно влияет на соседние ре-
гионы, где угроза среде нередко бывает больше или функционирования экосистем нарушено. 
Учитывая, что долины рек имеют высшее ландшафтное и биологическое разнообразие, и они 
одновременно являются естественными коридорами, целесообразным является создание 
ландшафтных парков именно в местностях, которые включают долины и пойменные террасы 
главных водных артерий. При этом одним из путей сохранения биоты является расширение 
площадей существующих небольших, но ценных заповедных территорий, или объединение 
территориально разрозненных различных по статусу заповедных участков. 

В Полтавской области, как и в целом в Украине, наработан опыт создания объектов по-
лифункционального значения. Такими в природно-заповедной сети региона являются два на-
циональных природных парка («Пирятинский», «Нижнесульский») и пять РЛП («Диканский», 
«Кременчугские плавни», «Нижневорсклянский», «Кагамлицкий» и «Гадячский»). Последний 
создан в 2011 г. согласно концепции развития региональной экосети и есть новым объектом 
природно-заповедного фонда Украины. РЛП объединил ряд плотно расположенных, часто не-
значительных по площади (точечных – до 50 га), существующих природно-заповедных терри-
торий и решает проблему сохранения биоразнообразия смежных, не менее ценных природных 
и антропогенно-природных экосистем Гадячского района Полтавской области. 

Согласно проекту развития региональной экосети территория парка представляет Га-
дячское естественное ядро с двумя биоцентрами – верхним (Вельбивское) и нижним (Лютен-
ское) [1]. РЛП «Гадячский» имеет весомое значение как ключевая территория Псельского 
экокоридора региональной экосети, как эталонный естественный участок долины р. Псел в 
ее среднем течении. 
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Согласно геоботаническму районированию Украины [2], территория парка находится 
на границе Гадячско-Миргородского и Зеньковско-Решетиловского геоботаниеских районов 
Роменско-Полтавского геоботанического округа луговых степей, дубравных, грабово-
дубовых и дубово-сосновых лесов и эвтрофных болот в границах Полтавской равнины Лево-
бережноприднепровской подпровинции Восточноевропейской провинции Европейской ши-
роколиственной области. 

Особенности природно-климатических условий исследуемой территории (геоморфоло-
гии, климата и почвенного покрова) определяют разнообразие экотопов, диференциирован-
ность растительного покрова и багатство флоры. Соседство территории с приполеской ча-
стью лесной зоны обуславливают в значительной степени бореальный характер флоры. 

Материалы и методы исследований. В основу работы положены материалы ориги-
нальных исследований, проведенных нами на протяжении последних 10 лет на территории 
Гадячского района Полтавской области, в которую входят современные границы парка. Для 
хорологического анализа обработано литературные данные [3]–[6], [7], [8] и материалы с 
гербарных фондов Института ботаники им. М.Г. Холодного НАН Украины (KW), Полтав-
ского национального педагогического университета имени В.Г. Короленко (PWU) и Полтав-
ского краеведческого музея (PW). Категории редкости видов растений выделяли по принци-
пам, приведенным в Положении о Красной книге Украины [9]. 

Результаты исследований и их обсуждение. Важным показателем состояния сохранно-
сти природных экосистем является наличие в составе флоры редких видов. На территории 
РЛП «Гадячский» нами установлено 107 видов, что составляет 11,5 % от флоры парка и 49,7 % 
от общего количества редких и исчезающих видов высших сосудистых растений Полтавской 
области [5]. Исследуемые виды принадлежат к 84 родам и 42 семействам. Раритетная компо-
нента наиболее представлена в семействах Rosaceae (9 видов), Orchidaceae (8), Asteraceae, 
Ranunculaceae (по 6 видов), Pyrolaceae, Hyacinthelliaceae та Iridaceae (по 5 видов). 

По созологической ценности они представляют следующие категории: виды, входящие 
в Европейский красный список животных и растений, находящихся под угрозой исчезнове-
ния в мировом масштабе (далее – Европейский Красный список); виды, включенные в Крас-
ный список Международного союза охраны природы и природных ресурсов (далее – Крас-
ный список МСОП); виды, занесенные в Красную книгу Украины; виды, представленные в 
Конвенции о сохранении дикой фауны и флоры и природных сред в Европе, Приложение 1 
(далее – Бернская конвенция) и Конвенции о международной торговле видами дикой фауны 
и флоры, находящимися под угрозой исчезновения, Приложение I и Приложение II (далее – 
Приложение I Конвенции СIТЕS, Приложение II Конвенции СIТЕS); и регионально редкие, 
охраняемые в Полтавской области. 

В частности, в Европейский Красный список и Красный список МСОП включен один 
вид с территории РЛП Astragalus dasyanthus Pall. Это редкий балканско-понтический дизъ-
юнктивно-ареальный вид, который находится на северо-западной границе ареала. На терри-
тории парка растет на склонах балки ландшафтного заказника «Весело-Мирское» [10], в со-
ставе луго-степной растительности. Образует средньочисельние локалитеты. 

В Приложение 1 Бернской конвенции занесен с региона исследования вид Dracocephalum 
ruyschiana L., находящийся на южной границе распространения. На территории парка произра-
стает на пойменно-боровых участках левого берега р. Псел, занятых разновозрастными лесо-
культурами Pinus sylvestris L. в пределах ботанического заказника «Терновый куст». 

В Приложение I Конвенции СIТЕS включено 3 вида с территории парка (Adonis ver-
nalis L., Dactylorhiza fuchsia (Druce) Soo, Anacamptis palustris (Jacq.) R.M. Bateman), а в При-
ложение II – 6 видов (Dactylorhiza incarnata (L) Soo, Epipactis helleborine (L.) Crantz, Listera 
ovata (L.) R. Br., Neottia nidus-avis (L.) Rich., Platanthera bifolia (L.) Rich., Platanthera chlorantha 
(Cust.) Reichenb.). Почти все виды являются представителями семейства Orchidaceae и име-
ют сложную биологию развития. На территории парка охраняются в пределах заказников 
ботанических «Гадячский бор» (403 га), «Саранчина долина», «Ятрышниковые луга», «Тер-
новый куст» и гидрологического «Болото Моховатое», заповедных урочищ «Безвиднянское», 
«Гнилуша», «Гадячский бор» (48 га), «Гадячский бор» (42 га), «Гадячский бор» (25 га).  
Однако некоторые территории (урочище «Вельбивское») с численно представленными луго-
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болотными видами Anacamptis palustris, Dactylorhiza incarnata на сегодня находятся в хозяй-
ственной зоне парка. С целью более эффективного сохранения фиторазнообразия данной 
территории необходимо рассматривать вопрос о включении ее в заказную зону парка [11]. 

На территории РЛП «Гадячский» встречается 30 видов, занесенных в Красную книгу 
Украины, из которых природоохранный статус редкие имеют 2 вида, уязвимые – 13 и неоце-
ненные – 15. Таким образом, более трети видов, охраняемых на национальном уровне, уяз-
вимы, которые в условиях действия негативных факторов могут значительно сократить пло-
щади своих ареалов или вовсе исчезнуть с территории исследуемого региона. 

Регионально редкими, то есть охраняемыми в Полтавской области, на территории пар-
ка являются 77 видов. Согласно «Положению о перечнях видов животных, растений, грибов, 
которые не занесены в Красную книгу Украины, но являются редкими или находящимися 
под угрозой исчезновения на территории Полтавской области (регионально редкие)» [12] ви-
ды могут относиться к следующим категориям: 

– исчезнувшие (0): виды, о которых после неоднократных поисков, проведенных в ти-
пичных местностях или в других известных и возможных местах распространения, отсутст-
вует какая-либо информация о наличии их в природе или специально созданных условиях; 

– исчезающие (I): виды, находящиеся под угрозой исчезновения в естественных услови-
ях и сохранение которых маловероятно, если будет продолжаться действие факторов, нега-
тивно влияющих на состояние их популяции; 

– уязвимые (II): виды, которые в ближайшем будущем могут быть отнесены к категории 
«исчезающих», если продлится действие факторов, негативно влияющих на состояние их 
популяции; 

– редкие (ІІІ): виды, популяции которых небольшие, которые в настоящее время не от-
носятся к категории «исчезающих» или «уязвимых», хотя им угрожает опасность; 

– неопределенные, неоцененные (ІV): виды, о которых известно, что они могут принад-
лежать к категории «исчезающих», «уязвимых» или «редких», но еще не отнесены к ней; 

–  недостаточно известны (V): виды, которые нельзя отнести ни к одной из указанных 
категорий из-за отсутствия необходимой полной и достоверной информации. 

В целом, по статусу редкости согласно определенным категориям, большинство видов 
являются редкими (55), уязвимыми и исчезающими – соответственно 20 и 2 видов. 

По научной ценности редкие представители флоры распределены в соответствии с такими 
группами: реликты – 5 видов, эндемики – 3, со сложной биологией развития – 4, с дизъюнктив-
ным распространением – 11 и погранично ареальные – 39. Наиболее многочисленно среди ред-
ких растений представлена группа погранично ареальных видов, что обусловлено экотонным 
характером лесостепи, в пределах которой находится и территория парка. Бореальные предста-
вители продвигаются в регион с северных территорий и находятся соответственно на южной 
границе своего распространения (26 видов), юго-восточной (3) и юго-западной (1). 

Также в группе погранично-ареальных видов прослеживается и южное флористическое 
ядро, представители которого находятся на территории парка на северном (6 видов), северо-
западном (1), северо-восточном (2) пределах распространения. 

В ценотическом отношении среди редких растений РЛП «Гадячский» преобладают 
лесные и степные виды. Это свидетельствует о том, что зональные типы растительности – 
широколиственные леса (18 видов) и луговые степи (25) подверглись значительной антропо-
генной трансформации. Бореально-лесная группа составляет 28 видов, на увлажненных эко-
топах растут 12 видов, остальные (24) представляют лучные ценозы и водные экосистемы. 
Такое распределение редких видов по эколого-ценотическим группам указывает на деграда-
цию зональных и значительную представленность интразональных экотопов. 

Важной созологической характеристикой территории РЛП «Гадячский» является обра-
зование некоторыми редкими видами многочисленных популяций, например, Bulbocodium 
versicolor (Ker.-Gawl.) Spreng., Crocus reticulatus Stev. ex Adam., Hyacinthella leucophaea 
(C. Koch.), Anacamptis palustris, Dactylorhiza incarnata, Gladiolus tenuis Bieb., особенно боре-
альными: Pyrola rotundifolia L., Orthilia secunda (L.) House, Calluna vulgaris (L.) Hull., 
Lycopodium clavatum L. И др., поэтому исследуемая территория играет роль весомого попу-
ляционного резервата [13]. 
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Ценными в научном отношении являются представители Diphasiastrum comlanatum (L.) 
Holub, Huperzia selago (L.) Bernh. ex Schrank et Mart., Asplenium trichomanes L. [14], посколь-
ку произрастают на территории РЛП «Гадячский», имея единственные местонахождения в 
Левобережной Лесостепи. 

Asplenium trichomanes на территории парка обнаружен в нетипичном местопроизраста-
нии – на склоне песчаного холма в сосновом лесу на боровой террасе р. Псел у пределах 
Вельбивского лесничества. 

Diphasiastrum complanatum встречается на боровой террасе р. Псел в сосновом лесу 
Вельбивского лесничества на песчаных почвах, образуя заросли в микроснижениях с приме-
сью Betula pendula Roth., Populus tremula L. В составе немногочисленной ценопопуляции 
представлены вегетирующие и спороносные особи. 

Huperzia selago растет на территории парка в сосновом лесу Вельбивского лесничества 
(насаждения возрастом 80–90 лет) в воронкообразном снижении. Образует малочисленную 
куртину из нескольких особей вместе с Lycopodium clavatum L. 

Также РЛП «Гадячский» – одно из немногих местонахождений в Левобережном Прид-
непровье для ряда видов (Juniperus communis L., Pyrola minor L., Calluna vulgaris (L.) Hull, 
Hypopitis monotropa Grantz, Chimaphila umbellatа (L.) W. Barton, Lycopodium annotinum L., 
Potentilla alba L., Parnassia palustre L.). 

Основными причинами уменьшения численности или исчезновения видов являются 
различные проявления антропогенной деятельности: вследствии разрушения мест обитания 
(вырубка лесов, распашка, выжигание, мелиоративные мероприятия) и непосредственного 
уничтожения (выкапывание, срывание) редких представителей. Довольно часто на террито-
рии парка испытывают антропогенное давления редкие растения с лекарственными 
(Роlygonatum bistorta L., Sanquisorba officinalis L., Gnaphalium uliginosum L., Inula helenium 
L., Valeriana exaltata Mikan fil., Potentilla erecta (L.) Raeusch. и др.) и декоративными (Conval-
laria majalis L., Muscari neglectum Guss., Scilla siberica Haw., Tulipa quercetorum Klok. et Zoz, 
Gladiolus tenuis Bieb., Campanula persicifolia L., Iris hungarica Waldst. et Kit., Fritillaria melea-
groides Patrin ex Schult. et Schult. fil. и др.) свойствами. 

Однако весьма актуально стоит вопрос обеднения не только видового, но и фитоцено-
тического разнообразия в условиях антропогенной трансформации природных экосистем. В 
составе растительности парка определено 14 синтаксонов, которые являются редкими как на 
региональном (7), так и на общегосударственном уровне (занесены в Зеленую книгу Украи-
ны [15] – 7). Приведем их перечень с указанием охраны в пределах парка: 

1. Степные сообщества Stipeta capillatae – редкие, сокращающие ареал. Сообщества за-
несены в Зеленую книгу Украины. Обнаруженные на крутых склонах правого коренного бе-
рега р. Псел в окрестностях сел Бобрик, Саранчина долина, Кнышовка и по склонам овраж-
но-балочных систем (ландшафтный заказник «Весело-Мирское»). 

2. Степные сообщества Stipeta pennatae – редкие, занесенные в Зеленую книгу Украины. Об-
наруженные на склонах овражно-балочной системы ландшафтного заказника «Весело-Мирское». 

3. Водные сообщества Salvinieta natantis – редкие, реликтовые, занесенные в Зеленую 
книгу Украины. Обнаруженные в составе водной растительности на водоемах (русловых, 
пойменных – заливах, старицах). 

4. Водные сообщества Aldrovandeta vesiculosae – редкие, занесенные в Зеленую книгу 
Украины. Обнаруженные в составе водной растительности на водной глади стариц преиму-
щественно на мелководьях в пределах гидрологического заказника «Болото Моховатое». 

5.  Водные сообщества Nymphaeeta albae – редкие, реликтовые, занесенные в Зеленую кни-
гу Украины. В пределах парка обнаружены в заливах речной системы, фрагментарно на мелко-
водьях русла возле берегов на территории ботанических («Гадячский бор» (403 га), «Терновый 
куст»), гидрологического («Болото Моховатое») и ландшафтных («Песоцко-Коньковое», «Ра-
шевский») заказников, заповедных урочищ «Гай-Займи», «Диброво-Кобриево». 

6. Водные сообщества Nymphaeeta candidate – редкие, реликтовые, занесенные в Зеле-
ную книгу Украины. Обнаруженные в заливах речных систем, на старицах ботанических за-
казников «Ятрышниковые луга», «Терновый куст» и ландшафтного заказника «Песоцко-
Коньковое», входящие в состав парка. 
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7. Водные сообщества Nuphareta luteae – типичные, реликтовые, занесенные в Зеленую 
книгу Украины. На территории парка обнаружены на водоемах – русловых, у заливах реч-
ных систем, на старицах ботанических («Ятрышниковые луга», «Терновый куст»), гидроло-
гического («Болото Моховатое») и ландшафтных («Песоцко-Коньковое», «Рашевский») за-
казников, заповедных урочищ «Гай-Займи», «Голотовщина», «Диброво-Кобриевое». 

8. Лесные сообщества Querceta roboris с подлеском из Acer tataricum – типичные и ред-
кие байрачные дубравы, находящиеся в Украине на северной и восточной границах ареала с 
преобладанием типичных неморальных и некоторых субсредиземноморских видов. Регио-
нально редкие сообщества. Обнаруженные на территории парка в ботанических заказниках 
«Саранчина долина», «Дубина», «Книшовская гора», «Большой лес», ботанической досто-
примечательности природы «Урочище «Галочка», заповедном урочище «Лагузин Яр». 

9. Лесные сообщества Querceta roboris с подлеском из Coryllus avellana – типичные 
участки лесов с преобладанием у травостое неморальных широкоарельних видов. Регио-
нально редкие сообщества. Обнаруженные на территории ботанических заказников «Саран-
чина долина», «Большой лес», «Дубина», «Книшовская гора», ботанической достопримеча-
тельности природы «Урочище «Галочка», заповедного урочища «Лагузин Яр». 

10. Лесные сообщества Pineta cladinosa – регионально редкие, обнаруженные в составе 
сосновых лесов на территории ботанического заказника «Гадячский бор» (403 га). 

11. Лесные сообщества Pineta hylocomiosa – регионально редкие, обнаруженные в составе 
сосновых лесов на территории ботанического заказника «Гадячский бор» (403 га) и заповедных 
урочищ «Гадячский бор» (25 га), «Масюково», «Сосновая роща», входящих в состав парка. 

12. Лесные сообщества Betuleto (verrucosum)-Pineta (sylvestris) juniperosa (communis)-
graminosa – регионально редкие, обнаруженные в составе лесной растительности на терри-
тории Вельбивского лесничества (заповедное урочище «Гадячский бор» (48 га). 

13. Лесные сообщества Betuleto (verrucosum)-Pineta (sylvestris) pteridiosa – регионально 
редкие, обнаруженные в составе лесной растительности на территории Вельбивского, Крас-
нолучского, Лютенского лесничеств (фрагментарно). 

14. Болотные сообщества Thelypterideto-phragmitoso-sphagnosa – регионально редкие, 
бореальные на границе ареала. Обнаруженные фрагментарно в составе прибрежно-водной и 
болотной растительности. Эталонный участок на территории парка – гидрологический заказ-
ник «Болото Моховатое». 

Редкие растительные сообщества РЛП «Гадячский» [16] условно можно разделить на 
три группы: первая – сообщества с доминированием редких и реликтовых видов (Stipeta 
capillatae, Stipeta pennatae, Salvinieta natantis, Aldrovandeta vesiculosae, Nymphaeeta albae, 
Nymphaeeta candidate, Nuphareta luteae); вторая – сообщества, которые находятся на границе 
ареала (Pineta cladinosa и Pineta hylocomiosa, смешанных лесов Betuleto (verrucosum)-Pineta 
(sylvestris) juniperosa (communis)-graminosa и Betuleto (verrucosum)-Pineta (sylvestris) pteridi-
osa, Thelypterideto-phragmitoso-sphagnosa – на южной границе ареала, Querceta roboris с под-
леском из Acer tataricum – северо-восточная граница ареала); третья – типичные (коренные) 
сообщества (Querceta roboris с подлеском из Coryllus avellana, Querceta roboris с подлеском 
из Acer tataricum, Nuphareta luteae). 

По типам растительности синтаксоны распределились следующим образом: лесные – 6 
формаций, степные – 2, болота – 1, водная растительность – 5. 

Регионально редкие сообщества представлены лесной растительностью (Querceta 
roboris с подлеском из Acer tataricum, Querceta roboris с подлеском из Coryllus avellana, Pine-
ta cladinosa и Pineta hylocomiosa, смешанных лесов Betuleto (verrucosum)-Pineta (sylvestris) 
juniperosa (communis)-graminosa и Betuleto (verrucosum)-Pineta (sylvestris) pteridiosa) и болот-
ной (Thelypterideto-phragmitoso-sphagnosa). 

Отмечено явление вытеснения ценозов Nymphaeeta alba, Nymphaeeta candidate и 
Nuphareta luteae, адвентом Stratiotes aloides L. [8] (заповедное урочище «Песоцко-Коньковое»). 

Заключение. Территория парка характеризуется высокими показателями созологиче-
ской ценности, что обусловлено экотопической репрезентативностью, ценотическим и фло-
ристическим богатством. В созологическом отношении наиболее представленной редкими, 
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уникальными и типичными синтаксонами на территории РЛП «Гадячский» является лесная 
растительность, в частности, сосновых и смешанных лесов со значительной долей бореаль-
ных элементов флоры, продвигаемых с севера на юг по боровой террасе р. Псел. 

Важное значение для стабилизации условий существования типичных и уникальных 
природных комплексов имеет формирование национальной и региональной экосети, в состав 
которой РЛП «Гадячский» входит в качестве ключевой территории. Основными путями со-
хранения фиторазнообразия на территории парка являются: картирование местообитаний 
видов; постоянный мониторинг за состоянием популяций видов, особенно редких; контроль 
за соблюдением режима охраны и заповедности в пределах парка; проведение исследований 
с целью определения новых местообитаний редких видов; осуществления наблюдений за 
биоэкологическими особенностями видов; определение влияния экологических факторов на 
динамику популяций растений; нормирования антропогенной нагрузки на территории парка 
в соответствии с функциональным зонированием; осуществления эколого-просветительской 
деятельности среди населения и посетителей парка в отношении природонадлежащего ис-
пользования ресурсов парка. 
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Высотное распределение зольности коры сосны обыкновенной 
(Pinus sylvestris L.) 

 
О.М. ХРАМЧЕНКОВА, А.Г. ЦУРИКОВ, П.А. ШЕИН 

 
Представлены результаты оценки высотного распределения зольности коры сосны обыкновенной 
(Pinus sylvestris L.). Для спелого соснового насаждения орлякового типа леса и средневозрастного 
соснового насаждения мшистого зольность коры составила 0,0265±0,0006 и 0,0184±0,0005 соот-
ветственно. Установлено, что зольность коры сосны снижается по высоте ствола. Статистически 
значимые отличия были отмечены для нижней части ствола сосен и его средней и верхней частей 
– на уровне первой нижней живой ветви. 
Ключевые слова: сосна, кора, зольность, тип леса, высотное распределение. 
 
The height distribution of ash values in bark of Scots pine (Pinus sylvestris L.) is presented. Ash content 
was found to be 0,0265±0,0006 and 0,0184±0,0005 for mature Pinetum pteridiosum and middle-aged 
Pinetum pteridiosum, respectively. The values decrease with the height of the trunk. Statistically signifi-
cant differences were observed for ash content in the tree top and in the bottom of the trunk that is below 
the first living branch. 
Keywords: pine, bark, ash, forest type, height distribution. 
 
Введение. Содержание минеральных элементов, иначе называемое зольностью, в различ-

ных частях растений, в том числе древесных, зависит от вида, возраста растения и условий про-
израстания. Кора деревьев по химическому составу отличается от древесины – содержит больше 
минеральных, экстрактивных веществ и лигнина и меньше целлюлозы и гемицеллюлоз [1]. 

Видовые и возрастные особенности зольности коры сосны обыкновенной  
(Pinus sylvestris L.) связаны со скоростью и характером формирования структур перидермы и 
ритидома (корки), их распределения по стволу и кроне дерева. Упомянутые процессы опре-
деляют количество оксалата кальция, откладывающегося в коре дерева на протяжении онто-
генеза и формирующего основную часть «золы» [2]. 

Относительный объем частей дерева сосны обыкновенной составляет: 65÷77 % для 
ствола, 15÷25 % для корней и 8÷10 % для ветвей. Объем коры по отношению к объему ство-
ла зависит от возраста дерева и условий произрастания и равен 10÷16 %. С увеличением воз-
раста относительный объем коры снижается, а с ухудшением условий произрастания – по-
вышается. Доля коры в объеме ствола понижается с увеличением его диаметра ствола. Тол-
щина коры уменьшается по направлению от комля к вершине [3]. 

В работе [4] для сосен 60±5 лет высотой 22,0±3,0 м показано, что в нижней части ство-
ла кора почти на 90 % состоит из корки, в середине ствола главной составляющей частью 
коры является луб, доля которого достигает 82 %. 

Изучению химического состава веществ, выделяемых из коры сосны, пихты, листвен-
ницы, ели, кедра, посвящено много работ, например, [5]–[11]. Практически во всех работах 
приводится показатель зольности коры, равный 1,2–5,5 %, без указания возраста деревьев, 
условий произрастания и мест отбора проб коры. 

Зольность коры сосны является интегральным показателем условий роста деревьев и 
характеристикой местообитания эпифитных организмов – например, лишайников [12]–[14]. 
Для лесорастительных условий юго-востока Беларуси данные о содержании зольных ве-
ществ в коре сосны обыкновенной отсутствуют, в силу чего оценка высотного распределения 
этого показателя представляется актуальной задачей. 

Методы исследований. Пробные площади были заложены на территории лесного 
фонда Кореневского лесничества Государственного лесохозяйственного учреждения «Коре-
невская экспериментальная лесная база Института леса НАН Беларуси» и Ветковского лес-
ничества Государственного специализированного лесохозяйственного учреждения «Ветков-
ский спецлесхоз». 
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Пробная площадь, расположенная в Кореневском лесничестве ГЛХУ «Кореневская 
экспериментальная лесная база Института леса НАН Беларуси», находилась в 182 квартале, 
выдел 9, площадь выдела 2,2 га. Для исследования были взяты модели, вырубленные при 
проведении плановых рубок. В связи с тем, что участок относится к I группе лесов, катего-
рия защитности – лесопарковые части зеленых зон, где рубки главного пользования запре-
щены, насаждение было назначено в рубку обновления. Пробная площадь представляла со-
бой чистое сосновое насаждением с примесью березы, класс возраста – VII, полнота – 0,7. 
Местоположение участка повышенное. Почва дерново-подзолистая, супесчаная, свежая. Тип 
леса сосняк орляковый, с выраженными ассоциациями березово-орляковая и мшисто-
орляковая. Тип лесорастительных условий – В2. Подрост представлен кленом, березой и ду-
бом (состав 7Кл1Д2Б), средний возраст –25 лет, средняя высота – 5,0 м, густота 
4,0 тыс. шт./га. Подрост благонадежный. В подросте единично встречается сосна. Подлесок 
средний, представлен крушиной ломкой и рябиной обыкновенной. Напочвенный покров раз-
нообразен, и представлен орляком обыкновенным, ландышем майским, седмичником евро-
пейским, марьянником луговым, овсяницей овечьей. В моховом покрове преобладали зеле-
ные мхи дикранум многоножковый и плеврозиум Шребера. Средняя мощность лесной под-
стилки составляла 3 см. Участок без заметных загрязнений окружающей среды. 

Пробная площадь, расположенная в Ветковском лесничестве ГСЛХУ «Ветковский 
спецлесхоз», находилась в 645 квартале, выдел 8, площадь выдела 16,8 га. На данной площа-
ди в результате ветролома и ветровала было повреждено более 40 % деревьев, в силу чего 
была назначена сплошная санитарная рубка деревьев, при проведении которой методом слу-
чайной выборки нами были отобраны модельные деревья. Модельные деревья отличались по 
таксационным параметрам, ценотическому положению в лесном пологе, степени очищенно-
сти ствола от сучьев. Пробная площадь представляла собой чистое сосновое насаждение, 
класс возраста – IV, полнота – 0,8. Местоположение участка повышенное, рельеф волнистый. 
Почва дерново-подзолистая, песчаная, свежая. Тип леса сосняк мшистый. Тип лесорасти-
тельных условий – А2.Подлесок средний, представлен рябиной обыкновенной и крушиной 
ломкой. Напочвенный покров представлен зелеными мхами, где доминировали плеврозиум 
Шребера и дикранум многоножковый, встречались вереск обыкновенный, орляк обыкновен-
ный, седмичник европейский, черника. 

На срубленных модельных деревьях измеряли длину ствола, расстояние от основания 
ствола до начала кроны (первая живая ветвь) с учетом высоты пня. Ствол размечали на сек-
ции длиной 1 м. Определяли диаметр в коре в двух направлениях: север-юг и восток-запад и 
длину окружности в коре на середине каждого отрезка. Установлено, что вариабельность 
таксационных показателей насаждений не превышает 21 % (по высоте – 19 %, по диаметру – 
21 %). Точность вычислений средних значений достоверна на 5 % уровне значимости. 

Пробы коры отбирали на середине каждого метрового отрезка модельного дерева. Оп-
ределение зольности проводили в лабораторных условиях. Пробы коры сушили до воздуш-
но-сухого состояния, навеску массой 1–5 г озоляли при температуре 450°С. Зольность опре-
деляли как отношение массы золы к массе навески коры. 

Результаты исследований. Зольность коры составила 0,0265±0,0006 для ПП 1 и 
0,0184±0,0005 для ПП 2 (таблица 1). 

 
Таблица 1 – Высотное распределение зольности коры сосны обыкновенной 

 

Средняя Медиана 
Стандартная 
ошибка 

Стандартное 
отклонение 

Средняя Медиана 
Стандартная 
ошибка 

Стандартное 
отклонение 

Высота 
отбора 
проб, м ПП 1 ПП 2 

0–1 0,0243 0,0254 0,0021 0,0048 0,0267 0,0274 0,0018 0,0045 
1–2 0,0267 0,0298 0,0029 0,0064 0,0273 0,0289 0,0024 0,0060 
2–3 0,0319 0,0322 0,0029 0,0065 0,0245 0,0256 0,0027 0,0067 
3–4 0,0329 0,0315 0,0034 0,0076 0,0258 0,0261 0,0022 0,0054 
4–5 0,0315 0,0339 0,0027 0,0060 0,0262 0,0266 0,0023 0,0056 
5–6 0,0322 0,0337 0,0033 0,0074 0,0225 0,0233 0,0020 0,0048 
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Окончание таблицы 1 
6–7 0,0304 0,0305 0,0028 0,0063 0,0236 0,0236 0,0018 0,0045 
7–8 0,0320 0,0306 0,0025 0,0056 0,0207 0,0205 0,0015 0,0038 
8–9 0,0297 0,0282 0,0020 0,0044 0,0174 0,0188 0,0016 0,0038 

9–10 0,0291 0,0318 0,0034 0,0075 0,0198 0,0185 0,0028 0,0069 
10–11 0,0303 0,0331 0,0028 0,0062 0,0166 0,0176 0,0015 0,0037 
11–12 0,0301 0,0322 0,0034 0,0075 0,0167 0,0166 0,0018 0,0043 
12–13 0,0286 0,0305 0,0017 0,0038 0,0159 0,0146 0,0018 0,0044 
13–14 0,0284 0,0270 0,0029 0,0066 0,0163 0,0157 0,0017 0,0041 
14–15 0,0270 0,0297 0,0037 0,0082 0,0171 0,0164 0,0013 0,0031 
15–16 0,0269 0,0262 0,0035 0,0077 0,0188 0,0172 0,0026 0,0063 
16–17 0,0249 0,0273 0,0036 0,0081 0,0154 0,0140 0,0018 0,0044 
17–18 0,0208 0,0265 0,0051 0,0114 0,0138 0,0148 0,0014 0,0035 
18–19 0,0244 0,0250 0,0031 0,0069 0,0130 0,0126 0,0014 0,0035 
19–20 0,0233 0,0225 0,0027 0,0060 0,0141 0,0141 0,0016 0,0040 
20–21 0,0249 0,0242 0,0033 0,0073 0,0144 0,0143 0,0022 0,0050 
21–22 0,0250 0,0256 0,0027 0,0060 0,0185 0,0177 0,0027 0,0055 
22–23 0,0249 0,0284 0,0030 0,0068 0,0145 0,0152 0,0022 0,0044 
23–24 0,0250 0,0284 0,0030 0,0066 0,0116 0,0097 0,0022 0,0037 
24–25 0,0224 0,0220 0,0019 0,0043 0,0267 – – – 
25–26 0,0221 0,0222 0,0015 0,0034 0,0273 – – – 
26–27 0,0217 0,0204 0,0020 0,0044 0,0245 – – – 
27–28 0,0197 0,0185 0,0010 0,0021 0,0258 – – – 
28–29 0,0215 0,0212 0,0010 0,0021 0,0262 – – – 
29–30 0,0212 0,0205 0,0027 0,0046 0,0225 – – – 

 
Несмотря на то, что значения зольности коры сосен на каждом погонном метре ствола 

выше на ПП 1, чем на ПП 2, статистически достоверная разница значений зольности отмече-
на только для высот более 6 м (таблица 2). Для высот 1–5 м, являющихся лишайник-
обитаемой зоной, достоверных отличий в зольности отмечено не было. 

 
Таблица 2 – Сравнение зольности коры сосен ПП 1 и ПП 2 методом однофакторного дисперсионного 
анализа (серым цветом отмечены значения критерия Фишера с уровнем значимости менее 0,05). 

 
Высота 
отбора 
проб, м 

Критерий Фишера 
Высота 
отбора 
проб, м 

Критерий Фишера 
Высота 
отбора 
проб, м 

Критерий Фишера 

0–1 F=0,75; p=0,41 8–9 F=24,71; p<0,01 16–17 F=6,24; p=0,03 

1–2 F=0,03; p=0,87 9–10 F=4,56; p=0,06 17–18 F=2,05; p=0,19 

2–3 F=3,41; p=0,10 10–11 F=20,93; p<0,01 18–19 F=12,67; p=0,01 

3–4 F=3,24; p=0,11 11–12 F=13,98; p<0,01 19–20 F=9,21; p=0,01 

4–5 F=2,36; p=0,16 12–13 F=25,23; p<0,01 20–21 F=7,04; p=0,03 

5–6 F=6,86; p=0,03 13–14 F=14,19; p<0,01 21–22 F=2,84; p=0,14 

6–7 F=4,42; p=0,06 14–15 F=7,53; p=0,02 22–23 F=6,89; p=0,03 

7–8 F=16,06; p<0,01 15–16 F=3,73; p=0,09 23–24 F=10,05; p=0,02 

 
Было установлено, что зольность коры сосны снижается с увеличением высоты отбора 

пробы (рисунок 1). 
Статистически значимые отличия для значений зольности коры были отмечены для 

нижней части ствола сосен и его средней (несколько ниже первой живой ветви) и верхней 
частей (таблицы 3, 4). Это, по-видимому, связано с изменением анатомического строения по-
кровных тканей – переходом грубой трещиноватой корки в тонкую чешуйчатую кору. 
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Рисунок 1 – Зависимость зольности коры сосны от высоты отбора проб на стволе 
 

Таблица 3 – Сравнение зольности коры сосен ПП 1 на разной высоте ствола методом дисперсионного 
анализа 

 

Высота 
отбора 
проб, м 

0–5 м 5–10 м 10–15 м 15–20 м 20–25 м 25 м и более 

0–5 м – F=0,46;p=0,50 F=0,10;p=0,76 F=6,88;p=0,01 F=8,04;p<0,01 F=28,93;p<0,01 
5–10 м F=0,46;p=0,50 – F=1,09;p=0,30 F=11,41;p<0,01 F=14,18;p<0,01 F=46,80;p<0,01 
10–15 м F=0,10;p=0,76 F=1,09;p=0,30 – F=5,90; p=0,02 F=6,94; p=0,01 F=28,82;p<0,01 
15–20 м F=6,88;p=0,01 F=11,41;p<0,01 F=5,90;p=0,02 – F=0,04; p=0,86 F=2,68; p=0,11
20–25 м F=8,04;p<0,01 F=14,18;p<0,01 F=6,94;p=0,01 F=0,04; p=0,86 – F=5,53; p=0,02 
25 м и 
более 

F=28,93;p<0,01 F=46,80;p<0,01 F=28,82;p<0,01 F=2,68; p=0,11 F=5,53; p=0,02 – 

 
Таблица 6 – Сравнение зольности коры сосен ПП 2 на разной высоте ствола методом дисперсионного 
анализа 

 

Высота отбора проб, 
м 

0–5 м 5–10 м 10–15 м 15–20 м 20 м и более 

0–5 м – F=15,50;p<0,01 F=64,68;p<0,01 F=73,26;p<0,01 F=47,87;p<0,01 
5–10 м F=15,50;p<0,01 – F=14,13;p<0,01 F=21,51;p<0,01 F=14,52;p<0,01 

10–15 м F=64,68;p<0,01 F=14,13;p<0,01 – F=1,93; p=0,17 F=1,55; p=0,22 
15–20 м F=73,26;p<0,01 F=21,51;p<0,01 F=1,93; p=0,17 – F=0,01; p=0,95 

20 м и более F=47,87;p<0,01 F=14,52;p<0,01 F=1,55; p=0,22 F=0,01; p=0,95 – 
 
Очевидно, что высота «границы» изменения анатомической структуры покровных тка-

ней стволов сосен и, следовательно, изменения зольности коры зависит от возраста древостоя. 
Заключение. Для спелого соснового насаждения орлякового типа леса и средневозра-

стного соснового насаждения мшистого типа определена зольность коры, составившая 
0,0265±0,0006 и 0,0184±0,0005 соответственно. Установлено, что зольность коры сосны сни-
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жается по высоте ствола. Статистически значимые отличия для значений зольности коры 
были отмечены для нижней части ствола сосен и его средней и верхней частей – на уровне 
первой нижней живой ветви. Это, по-видимому, связано с изменением анатомического 
строения покровных тканей ствола – переходом грубой трещиноватой корки в тонкую че-
шуйчатую кору. 
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Моделирование биофизических свойств живых тканей 
в полимерных материалах медицинского назначения 

 
Е.А. ЦВЕТКОВА 

 
Обобщены представления о механизмах влияния физических полей на формирование фазовой и 
надмолекулярной структуры, а также на физико-химические характеристики коллоидных поли-
мерных систем, которые могут служить основой для создания материалов медицинского назначе-
ния. Такие системы являются носителями электрического и/или магнитного полей, резервуарами 
для лекарственных средств и/или биологических жидкостей, моделируют биофизические свойства 
живых тканей и рекомендуются к применению в медико-технических изделиях нового поколения. 
Ключевые слова: электрическая поляризация, деполяризация, магнитоэлектреты, эндопротез сус-
тава, синовиальная жидкость. 
 
Understanding of the mechanisms of the influence of physical fields on the phase formation and supramolecu-
lar structures, as well as on the physico-chemical characteristics of colloidal poly-dimensional systems that can 
serve as the basis for the creation of medical supplies are generalized. Such systems are the carriers of electric 
and/or magnetic fields, reservoirs for drugs and/or biological fluids, modeling of biophysical properties of liv-
ing tissues and are recommended for use in medical-technical products of new generation. 
Keywords: electric polarization, depolarization, magnetoelectric, implant joint, synovial fluid. 
 
Введение. Медицинская техника является динамично развивающейся отраслью общест-

венного производства, в которой аккумулируются достижения естественных и технических 
наук, прежде всего, биофизики, физики конденсированного состояния, материаловедения, тех-
нологии материалов и практически всех отраслей биологии и медицины. Качество современ-
ных материалов и изделий для медицины достигло высокого уровня. В клинической медицине 
нашли применение имплантаты практически всех органов человека. Активно внедряются в 
практику терапевтического лечения магнитные материалы с дополнительными функциональ-
ными свойствами. Предприятия медицинской техники выпускают легкодеформируемые анти-
септические, противоожоговые, клейкие и другие материалы широкой номенклатуры. 

Традиционные полимерные материалы, из которых изготавливают изделия для медици-
ны, в основном исчерпали технические резервы усовершенствования. Перспективы её разви-
тия мы связываем со следующим [1]. Со времен Л. Гальвани и А. Вольта известно, что функ-
ционирование живых тканей сопровождается электрическими явлениями. Генерация и целевое 
распределение биоэлектрических потенциалов – фундаментальное свойство живой материи. 
Протекание тока в живых тканях порождает электромагнитное поле. На регистрации и анализе 
распределения таких полей основаны многие методы физиологических исследований и меди-
цинской диагностики (электрокардиографии, электроэнцефалографии и др.). К сожалению, эти 
концепции недостаточно используются при разработке материалов для медицины. Биосовмес-
тимые материалы в идеале должны моделировать процессы метаболизма живых тканей, 
имеющих собственные биофизические поля. Структуру и физико-химические характеристики 
синтетических полимерных материалов можно приблизить к аналогичным показателям есте-
ственных тканей, моделируя процессы метаболизма тканей и механизм биосовместимости им-
плантатов на базе представлений физики конденсированного состояния. 

Наиболее перспективными в этом плане представляются исследования следующих 
коллоидных полимерных систем: 

– растворы полимеров, в том числе содержащие дисперсную фазу, структура которой 
трансформируется под действием физических полей;  

– студни в электрически поляризованном состоянии и/или наполненные коллоидными 
частицами ферромагнетиков; 

– расплавы термопластов, содержащие коллоидные частицы магнетиков и/или диэлектри-
ков, чувствительные к изменениям напряженности внешних электрического и магнитного полей. 
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Проведение исследований в указанных направлениях позволит установить физические 
механизмы трансформации структуры коллоидных полимерных систем при внешних воздей-
ствиях, имитирующих процессы метаболизма. 

Цель работы – расширение функциональных возможностей полимерных материалов и изде-
лий медицинской техники путем моделирования биофизических свойств живых тканей методами 
физического и физико-химического модифицирования синтетических полимеров с помощью 
электрических и магнитных полей, биологических жидкостей и лекарственных средств (ЛС). 

Для достижения цели были определены следующие основные задачи: 
– разработать методологию приближения физических и механических свойств синтети-

ческих полимерных материалов к биофизическим свойствам живых тканей путем моделиро-
вания присущих им деформационно-прочностных характеристик и способности генериро-
вать биофизические поля; 

– изучить физико-химические механизмы структурообразования в полимерных колло-
идных системах при электрической поляризации; 

– исследовать электрофизические свойства и смазочную способность синовиальной 
жидкости при трении в электрических и магнитных полях, моделирующих биофизическое 
поле естественного сустава;  

– изучить закономерности взаимного влияния намагничивания и поляризации во внеш-
нем электрическом поле на электрические и магнитные характеристики ферритонаполнен-
ных полимерных композитов;  

– по результатам решения этих задач разработать материалы и изделия медицинской 
техники (ИМТ) на основе синтетических полимеров, моделирующие биофизические свойст-
ва живых тканей. 

Материалы и методы исследований. Материалы для изготовления эксперименталь-
ных и опытных партий изделий медтехники выбирали, исходя из следующих критериев: раз-
решение Минздрава на длительное контактирование с кожным покровом или имплантацию; 
чувствительность физико-химической структуры материалов к воздействию электрического 
и магнитного полей; стабильность физико-механических характеристик материалов в биоло-
гической среде организма. 

Основным объектом исследования трения в эндопротезах служили образцы, изготов-
ленные из сверхвысокомолекулярного полиэтилена (СВМПЭ) марок HostalenGur 4120 и 
Chirulen 1020, выпускаемого фирмой Hoechst AG (Германия).  

В качестве смазочных жидкостей при трибологическом исследовании моделей эндопро-
тезов сустава (ЭС) in vitro были выбраны: физиологический раствор; синовиальная жидкость 
(СЖ), взятая из сустава человека во время процедуры эндоскопии; препарат «Диасинол», со-
держащий жидкокристаллические соединения, а также ЛС, предназначенные для инъекций в 
суставы («Синвиск», «Ортовиск», «Кеналог», «Дипроспан», «Индометацин» и др.). 

Магнитопласты изготавливали на основе поливинилхлорида, полиизобутилена, каучуков 
– синтетического бутадиеннитрильного (СКН-180, СКН-26 или П-23) и натурального (RSS-1). 

Пластификатором СВМПЭ служило масло вазелиновое медицинское (МВМ), в магни-
топластах – диметилфталат (ДМФ) или диоктилфталат (ДОФ). 

В качестве магнитного наполнителя использовали магнитотвердый порошок феррита 
бария BaO·6Fe2O3 (ФБ) с гексагональной плотноупакованной кристаллической решеткой.  

При моделировании физико-химических процессов, сопровождающих электрическую поля-
ризацию полимерных материалов медтехники, а также процессов иммобилизации в полимерной 
матрице и выделения из неё ЛС использовали гелевые системы, дисперсионной средой которых 
являлись спиртовые растворы поливинилового спирта (ПВС) и поливинилбутираля (ПВБ). 

Коллоидные магнитные системы представляли собой суспензии, содержащие 10 мас. % 
спиртового раствора полимера и 130 ФБ мас. %. В экспериментах использовали также био-
логические жидкости: СЖ, взятые при диагностической эндоскопии из здоровых и патологи-
чески измененных суставов, и пробы крови четырех групп с положительным резусом, взятые 
у условно здоровых пациентов (20–35 лет). Эксперименты с СЖ и кровью выполняли, со-
блюдая этические нормы, установленные на 18-th (Хельсинки, 1964) и 41-th (Гонконг, 1989) 
World Medical Assamblies. 
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Электроды для электрического модифицирования полимеров изготавливали из фольги 
алюминиевой, медной, цинковой, никелевой, серебряной и золотой, платиновой, стальной, а 
также из сплава Ньютона (висмут-олово-свинец). 

Для изготовления образцов использовали методы: «горячего» прессования, полива из 
раствора, вальцевания или экструзии. Намагничивание образцов проводили в постоянном, 
переменном и импульсном магнитных полях. Источником постоянного поля служил элек-
тромагнит с подвижными наконечниками (Н = 8÷560 кА/м). Химическую и надмолекуляр-
ную структуру полимеров, а также текстуру композитов на их основе и магнитную текстуру 
магнитопластов изучали методами рентгеноструктурного анализа (дифрактометры ДРОН-2.0 
и 3.0), ИК-спектроскопии с Фурье-преобразованием, электретно-термического анализа 
(ЭТА), электронной (JSM-50 A, Hitachi-3000N) и атомно-силовой (Нанотоп-2) микроскопии. 

Триботехнические характеристики полимерных материалов для эндопротезов исследо-
вали с помощью машин трения нескольких типов. Точность определения коэффициента тре-
ния в опоре маятникового трибометра, снабженного источником постоянного магнитного 
поля, обеспечивалась с помощью прецизионного преобразователя «напряжение-частота», 
позволяющего оценивать площадь под кривой «амплитуда-время» за полупериод колебаний 
маятника. Параметры изнашивания изучали, используя машины трения СМТ-1 и возвратно-
поступательного движения УСК-1, а также имитатор трения тазобедренного сустава. Режи-
мы испытаний (р = 3,5÷7 МПа, v = 0,5 м/с) соответствовали средней физиологической на-
грузке на тазобедренный сустав человека, а количество циклов нагружения (1 млн.) – сред-
негодовому количеству движений этого сустава. 

Электрофизические свойства коллоидных систем оценивали с помощью анализатора 
дисперсных систем АДС-1, принцип действия которого состоит в электрической поляризации 
образца коллоидной жидкости в изотермических условиях постоянным электрическим полем и 
последующей регистрации отклика в процессе изотермической деполяризации (ИТД). 

Распределение электретного заряда на поверхности твердых образцов оценивали при 
помощи электростатического вольтметра (Model 369 «Trek»), магнитного поля – с помощью 
миллитесламетров Ш1-8 и ТЛ-4. Биосовместимость разработанных материалов оценивали методом 
контроля тканевого гомеостаза. 

Результаты исследований и их обсуждение. А. Изучение электрической поляризации 
полимерных растворов медико-технического назначения, наполненных коллоидными мало-
проводящими частицами показали следующее.  

При концентрации частиц, превышающей критическое значение, такая коллоидная сис-
тема становится структурированной: кинетически независимые частицы, совершавшие (при 
малых концентрациях) броуновское движение, вступают в физико-химическое взаимодейст-
вие, образуя в полимерном растворе неупорядоченную пространственную сетку. Изучение её 
структурных изменений под действием внешнего электрического поля представляет интерес 
как средство решения многих задач медтехники, прежде всего: определение критической 
концентрации структурообразования; разработка средств целевой доставки лекарственной 
дисперсной фазы в заданную часть организма с последующим высвобождением лекарств пу-
тем деполяризации структурной сетки и др. 

Через растворы ПВБ, наполненные коллоидными частицами ферромагнитного ФБ, 
пропускали постоянный ток. Регистрировали отклик в виде кинетической зависимости на-
пряжения на контактирующих с образцом электродах. После отключения тока снимали вре-
менную зависимость спадания тока вследствие релаксации поляризационного заряда в об-
разце. Установлено, что электропроводность растворов, наполненных ФБ, падает при поля-
ризации. Пространственная сетка ферромагнитных частиц упорядочивается, т. к. частицы 
ориентируются вдоль силовых линий поля, образуя цепочки. Концентрация частиц в при-
электродных областях становится больше, чем в объеме образца, что замедляет диффузию 
частиц из объема к электродам. С ростом силы тока концентрация частиц в объеме образца 
уменьшается. На рисунке 1 приведены типичные кинетические зависимости поляризации 
такой системы. В коллоидных растворах, содержащих немагнитные частицы, эти процессы 
протекают медленнее из-за слабого электромагнитного взаимодействия в поляризующем по-
ле частиц, не имеющих магнитного момента. 
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Рисунок 1 – Кинетические зависимости напряжения на электродах при поляризации коллоидной сис-
темы «раствор ПВБ + ФБ» (Концентрация раствора ПВБ – 10 мас. %, ФБ – 10 мас. %) токами разной 

величины: 1 – 100; 2  – 120; 3 – 200; 4 – 300 (мкА) 
 
Выполненные эксперименты по поляризации-деполяризации коллоидных систем, ис-

пользуемых при формировании материалов медицинской техники (растворы полимеров, со-
держащие дисперсии ферромагнетиков), а также при разработке ЛС (гели ПВБ и ПВС, на-
полненные карбоксиметилцеллюлозой, желатином, папаином) подтвердили возможность ре-
гулирования коллоидной стабильности исследуемых систем и управления ею с помощью 
внешнего поляризующего поля. 

Изучено взаимное влияние электрической поляризации и намагничивания на электрофи-
зические параметры полимерных композитов, наполненных ферромагнетиками [2]. Установ-
лено, что предварительное намагничивание образцов увеличивает их поляризуемость, если на-
правления векторов напряженности внешних электрического и магнитного полей совпадают. 
Электретный заряд возрастает с увеличением остаточной намагниченности образцов. Поляри-
зуемость магнитопластов зависит также от предварительного намагничивания. На рисунке 2 
приведены спектры термостимулированных токов в ПВБ пленках, содержащих 30 % ФС. В 
зависимости от условий намагничивания идентичных образцов поверхностная плотность  по-
ляризационного заряда в них составила 5·10-6, 16·10-6, 38·10-6 Кл/см2 для поз. 1, 2, 3, соответст-
венно. Это свидетельствует, что собственное магнитное поле образцов усиливает поляризацию 
путем переориентации диполей и смещения носителей заряда в связующем. 
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Рисунок 2 – Спектры ТСТ поляризованного магнитопласта: 1 – не намагниченного; 2 – частицы напол-
нителя намагничены перед формированием образца; 3 – образцы намагничены после формирования 

 
Внешнее электрическое поле обусловливает не только поляризацию связующего, но и 

оказывает ориентирующее воздействие на частицы ферромагнетика, ориентируя их осями 
легкого намагничивания вдоль направления поля. Можно представить, что этот процесс спо-
собствует дипольной поляризации связующего (рисунок 3). 

 

 
 

Рисунок 3 – Схема формирования структуры магнитопласта в поляризующем электрическом поле: а 
– электрическое поле отсутствует; б – на композит действует слабое поле; в – на композит действует 

сильное поле 
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Электрически поляризованный магнитопласт – магнитоэлектрет – является источником 
постоянных электрического и магнитного полей [3]. В изделиях медицинской техники он 
усиливает терапевтическое воздействие магнитного поля за счет дополнительного лечебного 
фактора – электрического поля [4]. 

В. Разработаны физические и физико-химических методы модифицирования полимер-
ных деталей ЭС. Дан анализ физико-технических проблем эндопротезирования суставов и 
определены физические и трибологические принципы моделирования в ЭС механизмов 
смазки естественных суставов. Отмечено, что возникающие после эндопротезирования асеп-
тические осложнения являются следствием накопления в окружающих ЭС тканях частиц из-
носа, которые не выводятся через периартикулярную лимфосистему. Это приводит к лизису 
и потере опорности костей, ускоряя отказ искусственного сустава. 

Методами ДТА, ИК-спектроскопии и рентгеноструктурного анализа исследованы эн-
допротезы тазобедренного сустава производства стран СНГ – «Феникс», «Арете», «SLPS», 
«Мура-ЦИТО» и др., извлеченные при ревизионных операциях (рисунок 4). 

Выполнен анализ, с одной стороны, повреждений ЭС, состава использованных в них ма-
териалов, технологий изготовления и методов их установки, и с другой – природы и степени 
тяжести послеоперационных осложнений. Установлено, что износостойкость и электрохими-
ческая однородность ЭC, а также биологическая инертность продуктов их изнашивания явля-
ются главными факторами, определяющими «время жизни» искусственных суставов [5], [6]. 
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Рисунок 4 – Эндопротезы, извлеченные при ревизионных операциях: а – «Феникс»; б – «Арете»; в – 
«Мура-ЦИТО (однополюсной, металлический)»; 1 – ножка; 2 – слой костной ткани; 3 – керамическая 

головка; 4 – полимерный вкладыш; 5 – металлическая чашка; 6 – цементная мантия; 
7 – металлическая головка; 8 – металлическое кольцо 

 
На основе сравнительного анализа механизмов смазки и изнашивания ЭС и естествен-

ных суставов предложена концепция моделирования в эндопротезах биофизических меха-
низмов смазки. Она реализована путем формирования на поверхности трения полимерных 
деталей ЭС микропористого слоя, близкого по структуре к хрящу с присущими ему биофи-
зическими функциями. Этот слой несет электретный заряд, улучшающий биосовместимость 
ЭС, служит емкостью для СЖ и ЛС, обеспечивает их пролонгированное выделение в опера-
ционную рану [7]. 

Моделирование хрящевой ткани осуществляли на основе представлений о фазовых пе-
реходах в системе полимер-пластификатор, приводящих к образованию студней. Термообра-
ботка детали ЭС, выполненной из СВМПЭ, в термодинамически совместимом с ним МВМ 
при Т=125 оС обусловливает следующие процессы. Жидкость диффундирует в СВМПЭ, об-
разуя с ним коллоидный раствор. Последний при охлаждении детали претерпевает фазовый 
переход: образуется твердая полимерная матрица, в микропорах которой локализована жид-
кость. Варьирование температурно-временных режимов обработки СВМПЭ в пластификато-
ре позволяет регулировать толщину микропористого слоя от десятков до сотен микрометров. 
Это дает возможность, не снижая прочности детали, модифицировать лишь ее поверхност-
ный слой, участвующий в трении. Анализ электронно-микроскопических снимков поверхно-
сти микропористых образцов из СВМПЭ (рисунок 5) показал, что матрица имеет значитель-
ный свободный объем, образующий систему сообщающихся микропор, которые заполнены 
жидкостью [8], [9]. Такая структура подобна строению белково-полисахаридных образова-
ний естественной хрящевой ткани. 
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Задача придания гидрофильности микропористому слою решена путем его обработки низ-
котемпературной плазмой ВЧ-разряда (частота f=5,28 МГц, мощность W=30 Вт, давление возду-
ха р=1÷10 Па, время обработки τ ≤ 7 мин.). Энергия плазмы достаточна для разрыва химических 
связей в основной цепи макромолекул СВМПЭ, находящихся в поверхностном слое образца. 
Возникающие в местах разрыва радикалы реагируют с кислородом воздуха и образуют карбок-
сильные и другие кислородсодержащие полярные группы, которые взаимодействуют с молеку-
лами воды, увеличивая смачивание. Значения краевого угла смачивания дистиллированной во-
дой СВМПЭ и микропористого слоя на его основе в исходном состоянии составляют 92 ºС и 
83 ºС, а после обработки плазмой снижаются до 10 ºС и 0 ºС – полное растекание капли [10]. 
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Рисунок 5 – Микрофотография пористого слоя: 1 – стенки пор, 2 – поры 
 
Методом оптической микроскопии показано, что спиртовой раствор красителя (брил-

лиантовый зеленый) плохо проникает в микропоры искусственного хряща, концентрируясь в 
тонком (< 10 мкм) слое поверхности образца. После обработки последнего плазмой ВЧ-
разряда краситель распределяется по всему объему пор (рисунок 6). 
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Рисунок 6 – Поперечные срезы идентичных образцов из СВМПЭ с микропористым слоем: а – исход-
ный; б – он же, обработанный красителем; в – обработанный плазмой и красителем; 1 – СВМПЭ с 
исходной структурой, 2 – микропористый слой, 3 – микропористый слой, содержащий краситель 

 
Краевые углы смачивания водой микропористых образцов, обработанных коронным 

разрядом, независимо от его полярности, уменьшаются с ростом плотности поверхностного 
заряда. Это дает основание считать обработку коронным разрядом методом придания гидро-
фильности, альтернативным обработке плазмой ВЧ-разряда. 

Изучение механических характеристик искусственного хряща показало (таблица 1) [11], 
что по комплексу деформационно-прочностных и триботехнических параметров искусствен-
ный хрящ на основе СВМПЭ соответствует стандарту ISO 5834–2:1985 на имплантационные 
материалы для хирургии. 

 
Таблица 1 – Физико-механические и триботехнические характеристики микропористого материала 
на основе СВМПЭ 

 

Показатели 
Единица 
измерения 

Значения 

Разрушающее напряжение при растяжении 
Относительное удлинение при разрыве 
Твердость по Бринеллю 
Коэффициент трения без смазочного материала при  
Р = 1 МПа, v = 0,25 м/с в паре со сталью 
Скорость изнашивания при тех же режимах 

МПа 
% 

МПа 
 

отн. ед. 
мг/ч 

39–40 
450 

35–36 
 

0,25 
0,057 
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С. Изучено изменение электрофизических свойств СЖ, использованной в качестве сма-
зочной среды в паре трения СВМПЭ–сталь. 

СЖ, как и все биологические жидкости организма человека, дает индивидуальные, хо-
рошо воспроизводимые и классифицируемые отклики на внешнее поляризующее воздействие. 
Методом ИТД установлены кинетические закономерности релаксации поляризационного за-
ряда в пробах СЖ, предварительно подвергнутых трению в парах «СВМПЭ–сталь». При про-
чих равных условиях время релаксации заряда в СЖ составило: исходная – 3,7 с; после трения 
в паре «СВМПЭ-сталь» – 2,8; то же в паре с деталью из СВМПЭ, обработанной в положитель-
ном коронном разряде – 2,7; в отрицательном коронном разряде – 2,4 с. Уменьшение времени 
релаксации заряда после трения обусловлено трибодеструкцией белково-полисахаридной ос-
новы СЖ, приводящей к образованию в ее молекулярной структуре ненасыщенных связей. 
Поверхность трения электретной детали из СВМПЭ активно участвует в нейтрализации носи-
телей заряда, вследствие чего время релаксации заряда в пробе СЖ еще более снижается. Тот 
факт, что после трения в контакте с отрицательно заряженной деталью время релаксации – 
наименьшее, свидетельствует, что в пробе СЖ преобладали положительно заряженные фраг-
менты трибодеструкции, которые адсорбировались на поверхности трения. 

На спектрах термостимулированных токов (ТСТ) условно здоровой СЖ зарегистриро-
ваны пик положительных токов (28–31 ºC), соответствующий тепловому разрушению упоря-
доченной структуры мезофазы ЖК компонентов и гидратных оболочек вокруг полярных 
компонентов СЖ, а также пик отрицательных токов (~65 ºC), обусловленный разрывом ко-
ординационных связей в пространственной структуре белково-полисахаридного комплекса. 
В результате трения молекулярная структура СЖ повреждается, что приводит к уменьшению 
интенсивности обоих пиков [11]. 

Термоэлектретный заряд, сформированный в образцах СВМПЭ, трансформируется при 
трении со смазкой СЖ. Пики на спектрах ТСТ образцов соответствуют релаксационным пере-
ходам в СВМПЭ. После трения в СЖ на спектрах ТСТ исчезает низкотемпературный пик 
(Т~40 ºС), ответственный за λ-переход в СВМПЭ и релаксацию поверхностного заряда меха-
ноэлектрета, который образовался в процессе механической обработки образца. Одновременно 
увеличивается интенсивность пика, соответствующего температуре плавления СВМПЭ 
(135÷137 ºС). Для объяснения этого явления предложена следующая гипотеза. Холестериче-
ские жидкие кристаллы и белково-полисахаридные комплексные соединения, входящие в со-
став СЖ, подвергаются механодеструкции под действием сдвиговых напряжений и теплоты 
трения. Разрушение связей в координационных соединениях приводит к образованию проти-
воионов. Последние адсорбируются на поверхности трения, нейтрализуя поверхностный заряд 
механоэлектрета. Под действием поля электрета диффузия фрагментов трибодеструкции СЖ в 
смазочном слое ускоряется. Схема этих процессов показана на рисунке 7 [12]. 
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Рисунок 7 – Модель адсорбции фрагментов СЖ на поверхности электретной детали трения ЭС: 
1 – фрагменты жидкокристаллических соединений; 2 – белково-полисахаридный комплекс 
 
При моделировании с помощью маятникового трибометра смазывания ЭС синовиальной 

жидкостью установлено следующее. Коэффициент трения не изменяется при наложении магнит-
ного поля на опорный узел, смазываемый физиологическим раствором, но заметно (на ~30 %) 
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снижается при смазывании СЖ или жидкостью, содержащей жидкокристаллическую фазу. Это 
можно объяснить происходящей в магнитном поле перестройкой жидкокристаллической со-
ставляющей СЖ в оптимальное трибологическое состояние. Следовательно, физические причи-
ны заболеваний, вызванных недостаточной смазкой суставов, связаны с изменениями чувстви-
тельности СЖ к магнитному полю. 

Чувствительность СЖ к воздействию физических полей подтверждена анализом тек-
стуры проб СЖ, высушенных в электрическом или магнитном полях (рисунок 8). Видно, что 
высушивание СЖ в магнитном поле обусловливает более регулярное распределение солевых 
дендритных кристаллов в белковой матрице СЖ. 

 
а   б 

 
 

Рисунок 8 – Текстура проб СЖ: а – проба высушена без воздействия внешних полей; 
б – проба высушена в магнитном поле напряженностью Н = 1, 2 кА/м 

 
Определена износостойкость вкладышей из СВМПЭ, снабженных микропористым слоем, 

в парах с головками из металла и керамики на имитаторе трения тазобедренного сустава. Их ре-
зультаты подтвердили перспективность применения искусственного хряща в ЭС [13]. Методом 
контроля тканевого гомеостаза показано, что наилучшей биосовместимостью обладает элек-
третный искусственный хрящ из СВМПЭ с поверхностной плотностью заряда σэфф< 0,1 нКл/см2 

[5]. Реакция на него клеток крови аналогична реакции на натуральный свиной хрящ. 
D. Результаты проведенных исследований подтвердили целесообразность концепции мо-

делирования биофизических свойств живых тканей в синтетических полимерных материалах с 
заданным комплексом магнитных и/или электрических свойств или ИМТ для ортопедии и фи-
зиотерапии. Выработанная концепция реализована в следующих изделиях и материалах [5], [11]. 

Эндопротезы тазобедренного сустава разработанной конструкции имеют повышенный 
триботехнический ресурс. Это достигается компенсацией недостаточной износостойкости 
полимерных деталей ЭС путем их сочетания с жесткими металлическими элементами, рабо-
тоспособными в специфическом окружении – биологической среде организма. 

В конструкции эндопротеза тазобедренного сустава [14] тазовый компонент образует в 
сопряжении с металлической головкой участки контакта «металл–металл» и «металл–
искусственный хрящ». Пара трения такого эндопротеза всегда работает в режимах граничной 
или жидкостной смазки. Эластичность полимерных компонентов вкладыша обусловливает 
демпфирование ударных нагрузок, характерное для естественного сустава. 

Комбинированная конструкция [15] тазового компонента эндопротеза тазобедренного 
сустава предусматривает разгрузку вкладыша из СВМПЭ от пиковых напряжений с помо-
щью вмонтированной во вкладыш жесткой антифрикционной вставки, контактирующей с 
чашкой и сферической головкой. Особенность такой конструкции состоит в демпфировании 
ударных нагрузок полимерным вкладышем, в то время как значительная часть фрикционной 
нагрузки воспринимается износостойкой парой трения «головка–вставка», предохраняющей 
вкладыш от перегрузок и ускоренного изнашивания. 

Тотальный эндопротез [16] реализует принципы предыдущей конструкции примени-
тельно к паре трения качения, демпфирует ударные нагрузки, обеспечивает поступление в 
зону трения жидкостей организма. 

Целенаправленная доставка ЛС в зону операционной раны реализована с помощью ЭС, 
содержащего полимерную деталь, снабженную микропористым слоем – резервуаром ЛС [17]. 
Введение ЛС в структуру эндопротеза имеет следующие достоинства:  

– ЛС выделяются именно в зоне операционной раны, где развиваются патологические 
процессы, а не поступают туда с кровью, как при обычном применении; 

– медленное выделение ЛС из микропор полимерной матрицы обеспечивает их пролон-
гированное действие в течение периода заживления раны; 
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– количество выделившегося ЛС зависит от степени деформации микропористого слоя, 
т. е. от двигательной активности пациента. 

Микропоры искусственного хряща заполняли ЛС на водной основе, хорошо совмещаю-
щимися с биологическими жидкостями организма: антибиотики – группы пенициллина, цефа-
лоспоринов или аминогликозидов, линкомицина гидрохлорид, фузидин-натрий; заменяющие их 
антисептические и противовоспалительные препараты – диоксидин, хлоргексидин, индомета-
цин; ферментные препараты, предупреждающие образование оссификатов – лидаза, артепарон. 

Триботехнические испытания показали, что помимо своего основного назначения, эти ве-
щества являются хорошими смазочными средами. Будучи введенными в поры искусственного 
хряща, они могут выполнять in vivo две функции: 1) предупреждение патологических процессов 
в операционной ране; 2) смазывание узла трения в начальном периоде после имплантации ЭС. 

Выделение ЛС из СВМПЭ-матрицы, характеризуется экспоненциальной зависимостью 
от времени. Наибольшее количество лекарства выделяется впервые 3÷4 сут, а затем снижает-
ся, приближаясь к нулю на 7÷9 сут. Такой режим поступления ЛС оптимален для предупре-
ждения осложнений. В процессе выделения ЛС освободившийся объем пор полимерной мат-
рицы заполняет биологическая жидкость, находящаяся в полости сустава. 

Для однополюсных эндопротезов тазобедренного сустава актуальна задача надежной 
фиксации головок из СВМПЭ на металлической ножке, снабженной конусом Морзе. Она 
решена с помощью металлической пробки со стандартным конусным отверстием, которая 
ввернута по резьбе в головку [18]. На сферической поверхности трения головки сформиро-
ван микропористый слой, обеспечивающий щадящий режим изнашивания естественного 
хряща вертлужной впадины [19]. 

Образцы опытно-промышленной партии головок однополюсных эндопротезов и вкла-
дышей тотального тазобедренного сустава, снабженных искусственным хрящом представле-
ны на рисунке 9. 

 
а                                         б 

  
 

Рисунок 9 – Детали ЭС, выполненные из СВМПЭ и снабженные микропористыми слоями на поверхностях 
трения: а – головка однополюсного эндопротеза тазобедренного сустава; 

 б – вкладыш тотального эндопротеза тазобедренного сустава 
 
Магнитопласты на основе коллоидных полимерных систем, наполненных ферритом, 

имеют регулируемые в широких пределах магнитные и деформационно-прочностные пара-
метры. Остаточная магнитная индукция на поверхности листовых материалов Вr=1÷60 мТл. 
Предложенные магнитопласты содержат пластификаторы, не оказывающие токсического 
действия на кожу, снижающие внутреннее трение при формовании изделий медтехники. В 
результате облегчается ориентирование частиц феррита осями легкого намагничивания в на-
правлении текстурирующего магнитного поля. Это позволяет повысить остаточную намаг-
ниченность и степень магнитной анизотропии магнитопластов на 5÷10%. Магнитоэлектрет-
ные материалы, являющиеся источником постоянных электрического и магнитного полей, 
усиливают терапевтическое действие магнитопластов за счёт дополнительного лечебного 
фактора – действия электрического поля. 

Степень наполнения ферритом термопластичных связующих и технологические режи-
мы экструзионной переработки магнитопластов в изделия медтехники оптимизированы по 
критериям минимального крутящего момента на шнеке экструдера. Эксперименты проведе-
ны на оборудовании фирмы «Brabender». Определено максимальное содержание (Сmaх) фер-
рита, при котором наполненный материал поддается переработке методом экструзии. На-
пример, для смеси на основе СКН и ПВХ Сmaх= 87 мас. %, ДСТ и ПВХ – 82 мас. % и др. 
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Магнитотерапевтические изделия на основе магнитоэлектретов предназначены для 
решения следующих задач медицинской техники: 

– обувь с магнитными аппликаторами для лечения гипертонической болезни I–II степе-
ни, ортопедических и посттравматических заболеваний стоп и голеностопных суставов, за-
болеваний сосудов нижних конечностей;  

– роликовый магнитотерапевтический коврик для воздействия на рефлекторные зоны 
спины водителей транспортных средств, с целью профилактики и лечения остеохондрозов, 
радикулитов и других заболеваний периферической нервной системы; 

– устройства для сегментарной рефлексотерапии, оказывающие на точки акупунктуры 
одновременное воздействие электрических и магнитных полей; 

– устройства для физиотерапии, в которых использованы магнитоэлектреты сочетают 
деформационно-прочностные характеристики, характерные для мягких тканей, с магнитным 
и/или электрическим воздействием на точки акупунктуры;  

– терапевтические элементы для нейрохирургии и офтальмологии в виде пленочных ге-
левых подложек, на которые вакуумным напылением нанесены ферромагнитные покрытия; 

– медицинские клеи, содержащие ЛС и воздействующие на точки акупунктуры полем 
магнитоэлектретных элементов, а также предназначенные для закрепления не коже стомиро-
ванных пациентов калоприемников и физиотерапевтического воздействия на кожу и др. 

Заключение. Функциональные возможности полимерных материалов и изделий меди-
цинской техники могут быть существенно расширены путем моделирования в них биофизи-
ческих функций живых тканей. Концепция такого моделирования состоит в регулировании с 
помощью физических полей надмолекулярной структуры полимерных материалов и взаимо-
действия частиц коллоидных систем, превращающем их в источники электрического и/или 
магнитного полей и носители лекарственных средств и/или биологических жидкостей. 

Результаты исследований привели к созданию научного направления, развивающегося 
на стыке технических наук, биофизики, биологии и медицины. Работы в этом научном на-
правлении реализуются по заданиям государственных научных программ, регламентирую-
щим организацию промышленного производства изделий медицинской техники нового по-
коления («Хирургия», «Белмедтехника», «Геномика» и др.). Практический выход этой рабо-
ты позволит расширить функциональные возможности медицинской техники и создает соци-
альный эффект, связанный с укреплением здоровья и повышением качества жизни людей. 

Выражаю благодарность своим коллегам д.т.н., проф. В.А. Гольдаде, к.т.н. С.В. Зотову 
и к.т.н. Ж.В. Кадолич, участвовавшим в проведении экспериментальных работ и выполнении 
научных программ. 
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Рассматривается проблема естественного радиоактивного газа – радона. Приведены данные по 
картированию и оценке радоновой обстановке Гомельской, Могилевской и Витебской областей. 
Показано, что наиболее неблагоприятные условия по радону наблюдается для Могилевской облас-
ти в Шкловском и Горецком районах, для Витебской области в Россонском, Миорском, Шарков-
щинском, Глубокском, Докшицком районах, где зарегистрированы критические зоны радоноопас-
ности со значениями объемной активности радона вплоть до 400 Бк/м3. 
Ключевые слова: радон, объемная активность, картирование территории, критические зоны ра-
доноопасности, радоновый риск. 
 
The issue of natural radioactive gas – radon is considered. Data mapping and evaluation of the radon 
situation in Gomel, Mogilev and Vitebsk regions are given. It is shown that the most unfavorable 
conditions for radon is observed for the Mogilev region in Shklov and Gorki districts, for the Vitebsk 
region in Rossony, Miory, Sharkovshchina, Glubokoye and Dokshitsy areas, where critical account of ra-
don danger zone with values of volume activity of radon up to 400 Bq/m3 were registered. 
Keywords: radon, volume activity, mapping the territory, critical areas radon, radon risk. 
 
Введение. Среди основных источников естественной радиоактивности, определяющих 

формирование доз облучения человека, наибольший вес имеет радон и его дочерние продук-
ты распада (ДПР). Согласно текущей оценке НКДАР ООН, радон и его ДПР определяют 
примерно две третьих части годовой индивидуальной эффективной эквивалентной дозы об-
лучения, получаемой населением от земных источников радиации, и примерно половину до-
зы от всех источников радиации [1]. Главным источником поступления радона в атмосферу 
являются почва, грунтовые породы и грунтовые воды, доля от общего поступления составля-
ет около 75 %. Процесс выделения радона в основном связан с его диффузией из структур-
ных частиц породы и зависит от большого количества факторов. В геологическом отноше-
нии около 40 % территории Республики Беларусь, преимущественно Северо-Запад, рассмат-
риваются как потенциально радоноопасные, т. е. территориями на которых отмечается выход 
или неглубокое залегание кристаллических пород преимущественно кислого состава [2]. 

Совокупная эманация радона подстилающими породами и его эксхаляция из строи-
тельного материала здания обусловливают объемную активность в помещения, в среднем 
20–30 Бк/м3 (в отдельных случаях 400 Бк/м3) [3]. В терминах ущерба на единицу эффектив-
ной дозы облучения для населения (ICRP, 1991 г.), экспозиционная доза радона и ДПР в 
1 (мДж·ч·м-3)-1 эквивалентна эффективной дозе для населения 1,1 мЗв. Исследования Brown, 
1983 г. (Великобритания), Mjones 1986 г., Westrell (Швеция), 1984 г., Roy and Ourtay, 1991 г. 
(Франция) показывают, что коэффициент пребывания внутри помещений в северных странах 
составляет в среднем 0,8, что соответствует 7000 часам в год. Таким образом, если концен-
трация радона 1 Бк/м3 приводит к годовой экспозиции в жилище 1,56·10-2 мДж·ч·м-3, то эф-
фективная доза составит 1,7 мЗв/год [4]. По экспертным оценкам дозы облучения от радона и 
его ДПР, оцененные по методу условного дозового перехода, могут составить следующие 
величины: в Брестской и Гомельской области 1 – 1,5 мЗв/год, в Могилевской, Гродненской и 
Минской областях до 2,5 мЗв/год, в Витебской области 3,5 мЗв/год. 

Наличие неравномерного распределения радоноопасных территорий при относительно 
высоких значениях доз облучения населения, в том числе от радионуклидов чернобыльского 
происхождения, имеет важное научно-практическое значение. В соответствии с мировой 
практикой оценки опасности и радиационной защиты от радона и его ДПР принято прово-
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дить картирование территории. В основу картирования закладывается либо понятие радоно-
вый потенциал, либо радоновый риск. В первом случае показателем для картирования явля-
ется объемная активность радона в почвенном воздухе, во втором случае – в жилых и рабо-
чих помещениях зданий. Согласно работе [5], установлена зависимость между объемной ак-
тивностью радона в помещении и радоновым показателем (РП) сельских зданий. РП был ис-
пользован для построения карт радонового риска Гомельской и Могилевской области. 

Целью настоящей работы являлось картирование территории Гомельской, Могилев-
ской и Витебской областей для оценки радоновой обстановки по результатам измерения объ-
емной активности радона в помещениях. 

Материалы и методика исследований. Материалами для данной работы являлись ре-
зультаты измерения объемной активности (ОА) радона в типичных помещениях сельских 
населенных пунктах Гомельской, Могилевской и Витебской областей. Данные были получе-
ны при широкомасштабных обследованиях, выполненных специалистами НИИ морской и 
промышленной медицины (г. Санкт-Петербург) [6], специалистами ГУ «ГОЦГЭиОЗ» и ГНУ 
«ОИЭЯИ – Сосны» НАН Беларуси [7]. Измерения проводились в помещениях сельских од-
ноэтажных зданий, в которых можно ожидать максимальные уровни ОА радона, поступаю-
щего в основном из почвы. 

По результатам этих исследований было проведено картирование радонового риска. 
Для построения карт распределения радона по территории Гомельской, Могилевской и Ви-
тебской областей использовались ГИС-технологии. Была сформирована пространственно-
скоординированная база данных результатов измерений. Для построения тематических карт 
использовалась топооснова со слоями населенных пунктов и границами районов и областей. 
Процедура была выполнена с применением программного продукта MapInfo10.5. 

При анализе радоноопасности территории использовался ряд карт с показателями, ока-
зывающими существенное влияние на ОА радона в помещении: геологические карты Белару-
си, на которых показано расположение пород и почв с различным содержанием урана; дочер-
нобыльские карты мощности экспозиционной дозы (МЭД) на территории Беларуси; данные по 
проницаемости различных пород для радона [8]; гидрогеологические карты территории Бела-
руси с глубинами залегания первого от поверхности водоносного горизонта [9]. 

Результаты исследований и их обсуждение. На основе данных по измерению ОА ра-
дона в помещениях сельских зданий была разработана карта радонового риска Гомельской, 
Могилевской и Витебской областей, которая приведена на рисунке 1. Картирование дало 
возможность уменьшить пространство потенциальной радоноопасности до территорий 
Круглянского, Шкловского, Горецкого, Белыничского, Могилевского, Дрибинского, Мсти-
славского районов Могилевской области; с небольшими возможными очагами радоноопас-
ности в Кричевском и Чериковском районах. Для Витебской области пространство потенци-
альной радоноопасности было уменьшено до территорий Верхнедвинского, Россонского, 
Браславского, Миорского, Шарковщинского, Поставского, Глубокского, Докшицкого, Толо-
чинского, Сенненского районов; с небольшими возможными очагами радоноопасности в 
Ушачском, Лепельском, Чашникском, Шумилинском, Лиозненском, Оршанском районах. 

При детальном описании радоновой обстановки на территории Гомельской области 
можно выделить 2 группы районов. К первой группе относятся районы с низкими значения-
ми ОА радона в пределах 0–40 Бк/м3: Кормянский, Жлобинский, Буда-Кошелевский, Доб-
рушский, Светлогорский, Речицкий, Лоевский, Брагинский, Хойникский, Петриковский, 
Житковичский, Лельчицкий. Ко второй группе относятся районы, территория которых зна-
чительно или полностью имеет повышение уровня ОА радона до 40–70 Бк/м3 с возможными 
единичными измерениями вплоть до 100 Бк/м3: Рогачевский, Чечерский, Ветковский, Го-
мельский, Октябрьский, Калинковичский, Мозырский, Наровлянский, Ельский районы. В 
целом территория Гомельской области достаточно однородна и имеет низкий уровень по-
тенциальной радоноопасности. 
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Рисунок 1 – Карта радонового риска Гомельской, Могилевской и Витебской областей 
 

При описании радоновой обстановки на территории Могилевской области выделяются 3 
группы районов. К 1 группе относятся районы, расположенные на юго-западе области, которые 
имеют низкий уровень радоновой опасности и сходные геологические условия. На данной тер-
ритории ОА радона находится в пределах 0–70 Бк/м3 с единичными измерениями вплоть до 
100 Бк/м3, однако средние значения на данной территории выше значений, характерных для Го-
мельской области. К указанной группе относятся следующие районы: Кличевский, Осиповичский, 
Кировский, Бобруйский, Глуский. Ко 2 группе относятся районы центральной и восточной части 
Могилевской области, с повышением уровня ОА радона до 40–70 Бк/м3 и единичными измере-
ниями вплоть до 150 Бк/м3: Быховский, Чаусский, Славгородский, Краснопольский, Климо-
вичский, Костюковичский, Хотимский, частично Кричевский и Чериковский районы. Третья 
группа районов, расположенная на севере области, представляет зону потенциальной радоно-
опасноти. На данной территории ОА радона находится в пределах 70–200 Бк/м3 с ограничен-
ными областями вплоть до 400 Бк/м3. К указанной группе относятся: Круглянский, Шклов-
ский, Горецкий, Белыничский, Могилевский, Дрибинский, Мстиславский, частично Кричев-
ский и Чериковский районы. При этом необходимо отметить, что наиболее неблагоприятная 
радоновая обстановка наблюдается в Шкловском и Горецком районах, где были зарегистриро-
ваны критические зоны радоноопасности со значениями ОА радона вплоть до 400 Бк/м3. 

Геологические и экологические условия на территории Витебской области отличаются 
значительной вариабельностью и большим разбросом значений, что осложняет ее анализ по 
радоновой опасности. Однако при описании радоновой обстановки можно выделить, по-
крайней мере, 2 группы районов. К первой группе относятся районы, расположенные пре-
имущественно в центральной и восточной части области. На данной территории ОА радона 
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находится в пределах 40–70 Бк/м3 с возможными единичными измерениями как в меньшую 
сторону (0–40 Бк/м3), так и в большую сторону (до 150 Бк/м3). К указанной группе относятся 
следующие районы: Полоцкий, Бешенковичский, Городокский, Витебский, Дубровенский. 
Ко второй группе относятся районы центральной, западной и юго-восточной части Витеб-
ской области. Данная группа характеризуется средним уровнем ОА радона в интервале  
70–100 Бк/м3, с возможными единичными измерениями в меньшую сторону (40–70 Бк/м3) и 
значительными колебаниями ОА радона в большую сторону (до 200 Бк/м3), а также с огра-
ниченными областями вплоть до 400 Бк/м3. К данной группе относятся: Верхнедвинский, 
Россонский, Браславский, Миорский, Шарковщинский, Поставский, Глубокский, Ушачский, 
Докшицкий, Лепельский, Чашникский, Сенненский, Толочинский, значительная территория 
Шумилинского, Оршанского, Лиозненского районов. При этом необходимо отметить, что 
наиболее неблагоприятная радоновая обстановка наблюдается в Россонском, Миорском, 
Шарковщинском, Глубокском, Докшицком районах, где были зарегистрированы критиче-
ские зоны радоноопасности со значениями ОА радона вплоть до 400 Бк/м3. 

Специфические геологические и экологические условия, которые определяют радоно-
вую обстановку, могут быть представлены рядом факторов, непосредственно влияющих на 
ОА радона. Наиболее значимыми из них являются: содержание урана в почвах, дочерно-
быльская мощность экспозиционной дозы (МЭД), коэффициент фильтрации почв для радо-
на, глубинами залегания первого от поверхности водоносного горизонта. Обоснование при-
менения данных показателей приводится в работе [10]. На основании значений показателей, 
полученных по соответствующим картам [8], [9], и описанных групп районов для каждой об-
ласти, была составлена сводная таблица 1. Необходимо подчеркнуть общую тенденцию и 
связь ОА радона и представленных показателей. Из таблицы 1 видно, что небольшие значе-
ния ОА радона (0–40 Бк/м3) характеризуются, как правило, низкими значениями МЭД (менее 
8 мкР/час) и концентрации урана в почвах (менее 1 n·10-3 %), небольшой глубиной залегания 
первого от поверхности водоносного горизонта (до 5 м) и средним и высоким коэффициен-
том фильтрации почвы (0,04 отн. ед.). При высоких значениях ОА радона (70–200 Бк/м3) на-
блюдаются большие значения МЭД (до 12 мкР/час) и концентрации урана в почвах (2 n·10-

3 % и более), глубокое залегание первого от поверхности водоносного горизонта (10 м и бо-
лее) и низкий коэффициент фильтрации почвы (0,004 отн. ед.). Таким образом, ОА радона 
прямо пропорциональна значениям содержания урана в почвах, МЭД, глубины залегания 
первого от поверхности водоносного горизонта и обратно пропорциональна значениям ко-
эффициента фильтрации почв для радона. 

 
Таблица 1 – Характеристика групп районов Гомельской, Могилевской и Витебской областей по 
показателям, которые влияют на объемную активность радона 

 

Область 
Объемная 
активность, 

Бк/м3 
Районы 

МЭД, 
мкР/ч 

Концентрация 
урана, n·10-3% 

Коэф. 
фильтрации, 
отн. ед. 

Глубина 
водоносного 
горизонта, м 

0–40 

Кормянский, Жлобинский, Буда-
кошелевский, Добрушский, 
Светлогорский, Речицкий, Лоев-
ский, Брагинский, Хойникский, 
Петриковский, Житковичский, 
Лельчицкий 

1–8 0–1 0,027–0,04 0–5 

Г
ом

ел
ьс
ка
я 

40–70 

Рогачевский, Чечерский, Ветков-
ский, Гомельский, Октябрьский, 
Калинковичский, Мозырский, 
Наровлянский, Ельский 

3–8 1–2 0,004–0,027 2,5–10 

0–70 
Кличевский, Осиповичский, Ки-
ровский, Бобруйский, Глуский 

1–8 0,5–2 0,027–0,04 2,5–7,5 

М
ог
ил
ев
ск
ая

 

40–70 

Быховский, Чаусский, Славгород-
ский, Краснопольский, Климович-
ский, Костюковичский, Хотим-
ский, Кричевский, Чериковский 

3–9 0,5–2 0,004–0,027 5–10 
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Окончание таблицы 1 

 
70–200  
и более 

Круглянский, Шкловский, Горец-
кий, Белыничский, Могилевский, 
Дрибинский, Мстиславский 

5–11 1,5–2 0,004–0,027 
7,5–10  
и более 

40–70 
Полоцкий, Бешенковичский, Горо-
докский, Витебский, Дубровенский 

5–8 
1,5–2  
и более 

0,004–0,04 2,5–7,5 

В
ит
еб
ск
ая

 

70–200  
и более 

Верхнедвинский, Россонский, Бра-
славский, Миорский, Шарковщин-
ский, Поставский, Глубокский, 
Ушачский, Докшицкий, Лепель-
ский, Чашникский, Сенненский, 
Толочинский, Шумилинский, Ор-
шанский, Лиозненский 

6–12 
1,5–2  
и более 

0,004–0,04 
5–10  

и более 

 
На основе полученных значений объемной активности радона и ряда определяющих ее 

показателей (содержание урана в почвах, дочернобыльская мощность экспозиционной дозы 
(МЭД), коэффициент фильтрации почв для радона, глубинами залегания первого от поверх-
ности водоносного горизонта) была проведена комплексная оценка радоновой опасности 
районов Гомельской, Могилевской и Витебской областей. Все районы Гомельский области 
имеют низкие значения ОА радона (0–70 Бк/м3) и низкий уровень радоновой опасности вви-
ду специфических достаточно однородных геологических и экологических условий данной 
территории: малые значения МЭД (до 8 мкР/час), небольшое и среднее содержание урана в 
почвах (в основном 0–1 n·10-3 %), поверхностное залегание первого водоносного горизонта 
(в основном 0–5 м). Высокие значения коэффициента фильтрации почвы (0,027–0,04 м), ко-
торые способствуют увеличению значений ОА радона, не вносят значительного вклада в 
общую картину из-за значительно большего влияния вышеперечисленных трех факторов, 
снижающих конечную ОА радона. 

Районы 1 группы, расположенные на юго-западе Могилевской области, имеют сходные 
условия с районами Гомельской области и также характеризуются низким уровнем радоновой 
опасности (Глусский, Бобруйский, Осиповичский, Кировский, Кличевский). Районы 3 группы 
на севере Могилевской области напротив, имеют большие значения ОА радона (70-200 Бк/м3 и 
более) и высокий уровень радоновой опасности (Круглянский, Шкловский, Горецкий, Белы-
ничский, Могилевский, Дрибинский, Мстиславский, частично Кричевский и Чериковский 
районы). Это обусловлено высокими значениями МЭД (до 11 мкР/час), значительным содер-
жанием урана в почвах (1,5–2 n·10-3 %), средним и глубоким залеганием первого от поверхно-
сти водоносного горизонта (7,5–10 м и более), что позволяет радону беспрепятственно прохо-
дить через слой почвы. При этом низкие и средние значения коэффициента фильтрации радона 
в почве (0,004–0,027 отн. ед.) неспособны значительно уменьшить конечную ОА радона. Ос-
тальные районы (2 группа) Могилевской области (Быховский, Чаусский, Славгородский, 
Краснопольский, Климовичский, Костюковичский, Хотимский, частично Кричевский и Чери-
ковский районы) имеют средний уровень радоновой опасности с промежуточными значения-
ми ОА радона (40–70 Бк/м3) и других показателей: МЭД (до 9 мкР/час), содержание урана в 
почвах (0,5–2 n·10-3 %), глубина залегания первого от поверхности водоносного горизонта (5–
10 м и более), коэффициент фильтрации радона в почве (0,004–0,027 отн. ед.). 

Районы 1 группы, расположенные преимущественно в центральной и восточной части 
Витебской области, имеют промежуточные значения ОА радона (40–70 Бк/м3) и средний 
уровень радоновой опасности (Полоцкий, Бешенковичский, Городокский, Витебский, Дуб-
ровенский). Данные районы характеризуются следующими значениями показателей: МЭД 
(до 8 мкР/час), содержание урана в почвах (1,5–2 n·10-3 % и более), глубина залегания перво-
го от поверхности водоносного горизонта (2,5–7,5 м и более), коэффициент фильтрации ра-
дона в почве (0,004–0,04 отн. ед.). Вторая группа районов, расположенных в центральной, 
западной и юго-восточной части Витебской области (Верхнедвинский, Россонский, Браслав-
ский, Миорский, Шарковщинский, Глубокский, Лепельский, Чашникский, Сенненский, То-
лочинский, значительная территория Шумилинского, Оршанского, Лиозненского 
и др. районов) имеет большие значения ОА радона (70–200 Бк/м3 и более) и высокий уровень 
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радоноопасности. Это обусловлено высокими значениями МЭД (до 12 мкР/час), значитель-
ным содержанием урана в почвах (1,5–2 n·10-3 % и более), глубоким залеганием первого от 
поверхности водоносного горизонта (5–10 м и более) и значительным варьированием значе-
ний коэффициента фильтрации радона в почве (0,004–0,04 отн. ед.). 

Заключение. В настоящее время при дозовой оценке отдаленных последствий радиацион-
ных аварий или штатной деятельности предприятий ЯТЦ необходимо учитывать дозовую на-
грузку на население от естественных радионуклидов и от радона. Рассмотрение техногенных 
дозовых нагрузок в отрыве от естественного радиационного фона на данной местности является 
некорректным [4]. Картирование территории Гомельской, Могилевской и Витебской областей 
по результатам измерения объемной активности радона в помещениях и представленная оценка 
радоновой обстановки по ряду факторов, непосредственно влияющих на ОА радона, способст-
вует более точному и обоснованному выделению критических зон радоноопасноти, где должны 
быть проведены тщательные исследования по определению ОА радона и сопутствующих геоло-
гических и экологических условий данной местности. 

Показано, что наиболее неблагоприятная радоновая обстановка наблюдается для Моги-
левской области в Шкловском и Горецком районах, для Витебской области в Россонском, 
Миорском, Шарковщинском, Глубокском, Докшицком районах, где были зарегистрированы 
критические зоны радоноопасноти со значениями ОА радона вплоть до 400 Бк/м3. 
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Математическое моделирование предельной несущей способности  
и деформаций свай-РИТ в нелинейно-деформируемом грунтовом основании 

с учетом уплотнения грунта в зоне РИО 
 

В.Е. БЫХОВЦЕВ, С.В. КИРГИНЦЕВА, Д.В. ПРОКОПЕНКО 
 
Предлагается численно-аналитический метод расчёта одиночных РИТ-свай по второму предель-
ному состоянию (деформациям), учитывающий особенности РИТ-свай и грунтового основания 
как единой нелинейной физической системы. 
Ключевые слова: свая-РИТ, камуфлетное уширение, несущая способность, деформации, грунты, 
уплотнение, математическое моделирование. 
 
The numerical and analytical method of calculation of single RIT-piles for the second limit state (deforma-
tions) considering features of RIT-piles and the soil basis as uniform nonlinear physical system is offered. 
Keywords: RIT-pile, camouflage broadening, bearing ability, deformations, soil, consolidation, mathe-
matical modeling. 
 
Введение. Грунтовые основания строительных площадок возводимых зданий и соору-

жений характеризуются многообразием структуры и свойств. В силу этого возникает необ-
ходимость выявления экономически наиболее эффективных фундаментов зданий для кон-
кретных грунтовых условий каждой строительной площадки. Одним из таких фундаментов 
может быть фундамент на основе свай с камуфлетным уширением, одним или несколькими, 
выполненный по разрядно-импульсной технологии. Фундамент, грунтовое основание и обра-
зующиеся в результате взрыва камуфлетные уширения и уплотненные зоны в области раз-
рядно-импульсной обработки (РИО) образуют сложную нелинейную физическую систему 
деформируемых твердых тел. Согласно строительным нормам и правилам (СНиП), расчет 
фундаментов зданий должен производиться по двум предельным состояниям: по несущей 
способности и по деформациям. Однако в СНиП не учитываются уплотнение и нелинейность 
деформирования грунта. В работе для расчёта РИТ-свай по деформациям (по второму пре-
дельному состоянию) предлагается численно-аналитический метод, учитывающий указан-
ные особенности одиночной РИТ-сваи радиусом rсв длиной L и радиусом камуфлетных уши-
рений rуш и её грунтового основании. Оценкой полученных решений будут результаты на-
турного эксперимента по определению предельной несущей способности и осадки РИТ-сваи, 
выполненные в отделе «Основания и фундаменты» РУП БелНИИС. 

Взаимодействие сваи-РИТ с грунтовым основанием. В силу особенностей устройст-
ва сваи-РИТ, характер ее взаимодействия с грунтовым основанием значительно влияет на 
величину осадки самой сваи-РИТ и фундамента, построенного на их основе. Деформацион-
ный процесс грунтового основания сваи, устроенной по разрядно-импульсной технологии, 
можно разделить на два этапа: 

1) устройство сваи-РИТ, 
2) взаимодействие сваи-РИТ с грунтовым основанием при действии на нее внешней 

нормальной нагрузки. 
При устройстве сваи-РИТ, в отличие от винтовой сваи, смятие грунта вдоль ствола сваи 

не происходит, уплотнение грунта происходит только в области камуфлетного уширения. 
При математическом моделировании осадок свай учет уплотнения грунта ведет к необхо-

димости принятия некоторой модели структуры и свойств рассматриваемой физической систе-
мы. Наилучшим решением этой задачи будет характеризоваться натурный эксперимент. В отде-
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ле оснований и фундаментов БелНИИСа были проведены соответствующие натурные экспери-
ментальные исследования. Анализ полученных результатов показал, что для всех поставленных 
задач зависимость осадки РИТ-сваи от вдавливающей нагрузки является нелинейной. 

Математические модели предельной несущей способности одиночной сваи-РИТ в 
грунтовом основании. Для определения предельной несущей способности сваи-РИТ в [1], 
исходя из условия равновесия одиночной прямой сваи, математически выведена формула: 

.)(2 2
прyпрс rtgcLrP    

Значение σпр, использующееся в этой формуле, может определяться экспериментально, 
что очень трудоёмко и дорого, или теоретически посредством решения задачи предельного 
равновесия грунта [2]. 

Полученное теоретическое решение задачи предельного равновесия грунта оказалось очень 
сложным для практического применения. Поэтому были разработаны соответствующие таблицы 
[2] и было предложено несущую способность сваи-РИТ определять по формуле [3], [4], [5]: 

  d kk crin cR rit rit cf irit i iF g g g R A g u f h   ,
 (1) 

Но формула (1) не учитывает нелинейность деформирования и уплотнение грунта вокруг 
камуфлетных уширений сваи-РИТ, что ведет к значительному недоиспользованию несущей 
способности грунтового основания сваи-РИТ. В [6] несущую способность висячей сваи, рабо-
тающей на осевую сжимающую нагрузку, предложено определять в соответствии с формулой 
(2) как сумму расчётных сопротивлений грунтов основания под камуфлетным уширением на 
конце сваи и по её боковой поверхности при учёте уплотнения грунта по формуле: 

  max maxd kk crin cR rit rit cf irit i iF g g g R A g u f h  
,
 (2) 

где Rritmax – предельное расчётное сопротивление уплотнённого грунта, рассчитывается по формуле 
n

уш
ritrit r

r
RR 










 max

minmax ,
 

где fi max – расчетное сопротивление i-го слоя уплотнённого грунта на боковой поверхности 
сваи, рассчитывается только для зон РИО выше конца сваи; rmax – радиус зоны уплотнения; 
rуш – радиус уширения сваи. 

Вычисленные значения предельной несущей способности свай-РИТ оказались доста-
точно близкими экспериментальным данным, представленным отделом оснований и фунда-
ментов БелНИИС, и тем самым показана необходимость учёта уплотнения и нелинейности 
деформирования грунта вокруг камуфлетного уширения сваи, что позволит увеличить пре-
дельную несущую способность на 30 % [6]. 

Экспериментальные исследования несущей способности сваи–РИТ. 
Паспорт испытания сваи-РИТ № 1 статической вдавливающей нагрузкой на опытной 

площадке ОП 1. 
Характеристика сваи-РИТ № 1: буронабивная с диаметром ствола Ø151 мм, выполне-

на по технологии РИТ, длиной 3м, с уширением в уровне пяты диаметром 460 мм. 
Вид испытания: статической вдавливающей нагрузкой по СТБ 2242. 
Грунтовые условия: пылеватый суглинок на всю разведанную глубину: удельный вес , 

кН/м3 – 19,4; угол внутреннего трения φ, град – 23; сцепление с, МПа – 0,018; модуль де-
формации Е, МПа – 6. 

Паспорт испытания свай-РИТ № 2–4 статической вдавливающей нагрузкой на опытной 
площадке ОП 2 (слоистое основание). 

Характеристика свай-РИТ № 2–4: буронабивные с диаметром ствола Ø250 мм, выпол-
нены по технологии РИТ, длиной 16,7 м, с уширениями вдоль ствола для сваи-РИТ № 2 через 
0,5 м начиная от уровня пяты; для сваи-РИТ № 3 – через 0,75 м; для сваи-РИТ № 4 – через 1 м. 

Вид испытания: Статической вдавливающей нагрузкой по СТБ 2242. 
Грунтовые условия: слоистое основание из грунтов, сверху вниз. 
1. Насыпной искусственный: толщина слоя –0,6 м; удельный вес , кН/м3 – 19,4; угол 

внутреннего трения φ, град – 23; сцепление с, МПа – 0,008; модуль деформации Е, МПа – 8. 
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2. Супесь пылеватая текучая (IL>1) с примесью органических веществ: толщина – 1,4 м; 
удельный вес , кН/м3 – 20,10; угол внутреннего трения φ, град – 17; сцепление с, МПа – 
0,014; модуль деформации Е, МПа – 3. 

3. Песок пылеватый средней прочности, насыщенный водой: толщина слоя – 9 м; 
удельный вес , кН/м3 – 18,00; угол внутреннего трения φ, град – 28; сцепление с, МПа – 
0,004; модуль деформации Е, МПа – 18. 

4. Песок мелкий средней прочности, насыщенный водой: толщина слоя – 1,5 м; удель-
ный вес , кН/м3 – 17,40; угол внутреннего трения φ, град – 30; сцепление с, МПа – 0,001; мо-
дуль деформации Е, МПа – 25. 

5. Песок средний, насыщенный водой: толщина слоя – 4,7 м; удельный вес , кН/м3 – 19,40; 
угол внутреннего трения φ, град – 33; сцепление с, МПа – 0,001; модуль деформации Е, МПа – 28. 

Результаты испытаний свай-РИТ для двух опытных площадок представлены на рисун-
ке 1 и рисунке 2. 
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Рисунок 1 – График испытания РИТ-сваи № 1 статической вдавливающей нагрузкой 
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Рисунок 2 – Графики испытания РИТ-свай № 2–4 статической вдавливающей нагрузкой 
 
Определение осадки свай-РИТ в нелинейно-деформируемом грунтовом основа-

нии. Рассмотрим одиночную сваю-РИТ радиусом ствола rc длиной L с n камуфлетными 
уширениями радиусом rуш в нелинейно-деформируемом грунтовом основании. 

Уравнение состояния грунтового основания принято в виде степенной функции 
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линдрическую сваю. При условии равенства объемов свай после несложных преобразований 
формула вычисления радиуса эквивалентной (приведенной) сваи rпр будет иметь вид: 
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На основании метода энергетической линеаризации [7] осадка сваи в нелинейно-
деформируемом грунтовом основании вычисляется по формуле: 
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Вследствие разрядно-импульсной обработки грунт в зонах РИО будет уплотнен. При 
учете уплотнения необходимо определить характеристики измененного состояния грунта в 
зоне РИО: эквивалентные значения используемых параметров грунта в деформируемой зоне: 
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где rупл – радиус уплотненной зоны сваи-РИТ; sinm ;   – угол внутреннего трения грун-
тового основания; 
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 – коэффициент Пуассона, ;
sin2

sin1





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  с – коэффициент сцепления в грунте; 

kc – коэффициент конфигурации сваи-РИТ, .  m
c Pk  1012,0 

Таким образом, формула вычисления осадки сваи-РИТ в нелинейно-деформируемом 
грунтовом основании будет иметь вид: 
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Оценим точность предлагаемого аналитического решения на примере конкретных за-
дач механики грунтов и сравним полученные результаты с экспериментальными данными, 
представленными отделом оснований и фундаментов БелНИИС. 

Осадки одиночной сваи-РИТ на опытной площадке ОП № 1, полученные методом на-
турного эксперимента Sопыт, методом компьютерного моделирования Sкоом и вычисленные 
по формулам (6–9) Sформ, представлены в таблице 1 и на графике (рисунок 3). 

 
Таблица 1 – Осадки сваи-РИТ № 1 в нелинейно-деформируемом грунтовом основании 

 

P, кH 
S, мм 

0 30 60 90 120 150 

Sопыт 0 0,3 1,7 5,2 12 24,6 
Sкоом 0 0,5 2,5 6,7 13,8 24,2 
Sформ 0 0,33 1,94 5,49 11,47 20,3 
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Рисунок 3 – Графики зависимости осадки одиночной сваи-РИТ № 1 от нагрузки, 
полученные различными методами 
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Из данных таблицы 1 видно, что осадки одиночной сваи-РИТ с одним камуфлетным 
уширением в нелинейно-деформируемом грунтовом основании на опытной площадке ОП 
№1, полученные различными методами, при различных статических вдавливающих нагруз-
ках отличаются незначительно. 

Для вычисления осадок свай-РИТ № 2–4 на опытной площадке ОП 2 необходимо опре-
делить взвешенные значения основных характеристик грунта [8]. Было получено φ=28,47; 
с=0,02; Е=19,77 МПа. Результаты испытания Sопыт и вычислений Sформ РИТ-свай №2-4 ста-
тической вдавливающей нагрузкой представлены в таблице 2 и на графиках рисунка 4, ри-
сунка 5 и рисунка 6. 

 
Таблица 2 – Осадки сваи-РИТ №2-4 в нелинейно-деформируемом грунтовом основании 

 

 P, кH 
S, мм 

0 600 1000 1400 1800 

Свая-РИТ-2: Sопыт 0 1,0 2,3 5,1 10,4 
Sформ 0 0,39 1,93 5,6 12,4 
Свая-РИТ-3: Sопыт 0 1,0 2,5 6,3 13,8 
Sформ 0 0,47 2,35 6,8 15,1 
Свая-РИТ-4: Sопыт 0 1,0 2,8 7,5 16,8 
Sформ 0 0,53 2,69 7,8 17,17 
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Рисунок 4 – Графики зависимости осадки одиночной сваи-РИТ № 2 от нагрузки, 
полученные различными методами 
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Рисунок 5 – Графики зависимости осадки одиночной сваи-РИТ №3 от нагрузки, 
полученные различными методами 
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Рисунок 6 – Графики зависимости осадки одиночной сваи-РИТ № 4 от нагрузки, 
полученные различными методами 

 
Анализ полученных данных показал, что осадки свай-РИТ № 2–4, представленные от-

делом оснований и фундаментов БелНИИС и вычисленные по разработанным формулам, от-
личаются мало. А значит, разработанный алгоритм определения осадки свай, устроенных по 
разрядно-импульсной технологии, в нелинейно-деформируемом грунтовом основании по-
зволяет вычислять осадки свай-РИТ в грунтовом основании достаточно точно. 

Заключение. Разработаны аналитические (численные) методики расчета свай-РИТ по 
первому и второму предельным состояниям для грунтовых условий Республики Беларусь (по 
несущей способности и по деформациям). Показано высокое соответствие разработанного 
численно-аналитического решения по определению предельной несущей способности и 
осадки свай-РИТ экспериментальным данным и результатам компьютерного моделирования. 
Учёт уплотнения и нелинейности деформирования грунтового основания вокруг камуфлет-
ного уширения сваи-РИТ позволяет вычислить осадку и значения несущей способности 
свай-РИТ по грунту достаточно близкими экспериментальным данным, представленными 
отделом оснований и фундаментов БелНИИС. 
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О различных подходах к исследованию вероятностных характеристик  
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Изложены известные подходы к оценке вероятностных свойств информационно-вычислительных 
сетей. Выделены особенности информационно-вычислительных сетей, как объекта исследования. 
Отмечены преимущества вероятностно-алгебраического метода моделирования выделенного 
класса систем, обеспечивающего точную оценку вероятностных свойств исследуемых объектов 
для различных способов формализации и типов структур. 
Ключевые слова: информационно-вычислительная сеть, надёжность, структурный подход, веро-
ятностно-алгебраическая модель. 
 
Known approaches to assessing the probability properties of information networks are presented. Features 
of information networks, as an object of study are selected. Advantages of probability-algebraic 
simulation method of the selected class of systems providing accurate assessment of the probability 
properties of the objects for various ways of formalization and different types of structures are marked. 
Keywords: information network, reliability, structural approach, probability-algebraic model. 

 
Введение. Информационно-вычислительная сеть (ИВС) представляет собой коммуни-

кационную сеть, в узлах которой генерируется, перерабатывается, хранится и используется 
информация. В качестве узлов сети выступает различного вида вычислительное оборудова-
ние, представляющее собой устройства отправки, обработки и приёма информации, а также 
измерительное и исполнительное оборудование автоматизированных систем, для которых 
сеть является информационно-советующим звеном, позволяющим совершенствовать процесс 
управления. Транспортировка данных происходит с помощью средств, объединяемых тер-
мином среда передачи данных. Выбор состава вычислительного оборудования и их струк-
турной организации обеспечивает успех создания и надёжность эксплуатации ИВС в целом. 

Как правило, надежность таких систем определяется надежностью составляющих их 
элементов, а надежность элементов задается временем наработки на отказ или вероятностью 
отказа за определённый период времени. Показатели надежности функционирования струк-
турных элементов и ИВС в целом могут быть получены в результате проведения натурных 
экспериментов с объектами исследования либо путём получения необходимой информации 
от экспертов, имеющих опыт с подобными объектами. Одновременно с этим существует ряд 
методов расчёта надёжности, которые представляют собой альтернативные способы вероят-
ностной оценки надёжности графовых структур, являющихся образом исследуемых ИВС, по 
вероятностным характеристикам надёжности их элементов. 

В статье отмечаются общие свойства ИВС, как объекта моделирования, анализируются 
возможности и ограничения известных методов расчёта вероятностных характеристик на-
дёжности ИВС, излагаются свойства вероятностно-алгебраического моделирования, обеспе-
чивающего точную оценку вероятностных свойств исследуемых объектов для различных 
способов формализации и типов структур. 

Описание объекта исследования. ИВС характеризуются рядом особенностей, кото-
рые необходимо учитывать при выборе метода оценки надёжности их организации, а имен-
но: большая размерность; многоуровневый составной характер функционирования; слабая 
структурированность теоретических и фактических знаний; стохастический характер проис-
ходящих в системе процессов; влияние неконтролируемых факторов, выводящих объект из 
устойчивого состояния. 

Большая размерность ИВС обуславливает потребность в специальных методах расчёта 
их надёжности, способах моделирования и средствах анализа результатов. Только их единст-
во в виде средств автоматизации гарантирует решение проблемы размерности и обеспечива-
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ет анализ надежности с приемлемым для практики уровнем точности описания процессов, 
характеризующих систему. При этом допускается как переменность состава элементов ИВС, 
так и переменность их структуры. 

Многоуровневый составной характер ИВС вытекает из сложности объекта исследования. 
Для описания исследуемых систем приходится использовать понятие подсистемы, как некото-
рой автономной части всей системы. Выделенные подсистемы в свою очередь могут быть раз-
биты на ряд более мелких подсистем в зависимости от особенностей исследуемого типа ИВС. В 
результате формируется некоторое множество элементов ИВС. Реальное выделение подсистем и 
элементов зависит от взглядов исследователя на изучаемый объект и стоящих перед ним задач. 

Для обеспечения устойчивости функционирования всей системы как целого приходит-
ся учитывать результат воздействия одной подсистемы на другую и их взаимодействие с 
внешней средой. 

Слабая структурированность теоретических и фактических знаний о процессах ИВС, 
обусловлена уникальностью реальных исследуемых систем. В связи с этим процесс накопле-
ния и систематизации знаний о поведении реальных систем затруднен. Например, данные, 
собранные при эксплуатации одной системы, будут лишь частично пригодны при проекти-
ровании другой системы. Сюда же следует отнести слабую изученность ряда процессов, свя-
занную с изменениями, происходящими во внешней среде, и значительным влиянием чело-
веческого фактора. Следствием этого, в частности, является необходимость использования 
ансамбля моделей при анализе реальной системы. При этом модели могут отражать как раз-
ные стороны функционирования исследуемых систем, так и разные уровни отображения ис-
следователем одних и тех же процессов. 

Стохастический характер происходящих в системе процессов обусловлен случайно-
стью и неопределенностью факторов, влияющих на функционирование ИВС. Примерами по-
добных факторов могут служить случайные времена изменений, происходящих с элементами 
систем, неравномерность нагрузки, приходящейся на каждый из элементов и др. Их учет 
приводит к резкому усложнению задач и увеличивает трудоемкость исследований, делая не-
обходимым получение представительных наборов статистических данных. 

К неконтролируемым факторам, выводящим ИВС из устойчивого состояния, относятся 
изменения параметров внешней среды, способные привести к изменениям параметров функ-
ционирования исследуемых объектов, временные изменения в структуре исследуемого объ-
екта, вызванные нарушениями в работе его отдельных участков. Выступая в качестве эле-
ментов сетевых структур, как каналы передачи данных, так и узлы могут вероятностным об-
разом изменять свои свойства (надёжность, пропускную способность, производительность 
и др.), что отражается на указанных свойствах всей сети и определяет способы оценки на-
дёжности исследуемых объектов. 

Методы расчёта надёжности информационно-вычислительных сетей. Удобным 
способом формализации ИВС является их представление в виде графов различной структур-
ной сложности, в которых ребра описывают каналы передачи данных, а вершины являются 
образом вычислительного оборудования (компьютеров). Указанный способ описания ИВС и 
перечисленные особенности ИВС как объекта исследования, даёт возможность применить к 
исследованию их характеристик методы теории графов, а представление объектов в сим-
вольном виде позволяет применить к ним различные программные методы, играющие роль 
механизма принятия решения [1]–[3]. 

Неоднородность, которая выражается в разных уровнях надёжности ИВС, при форма-
лизации может проецироваться как на вершины, так и на рёбра графа. Отсюда следуют раз-
граничения в схемах формализации, методах и, соответственно, в программном инструмен-
тарии, предназначенном для расчёта вероятностных характеристик надёжности ИВС. В рас-
чётах по надёжности сетевых структур обычно делается выбор одного из видов элементов, 
вероятностные характеристики надёжности которого влияют на надёжность сети в целом. 

Одно из направлений оценки надёжности сетевых структур, при котором учитываются 
вероятностные характеристики каналов передачи данных (рёбер), составляют логико-
вероятностные методы [4]–[7], оперирующие в основном двумя вероятностными состояния-
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ми элементов (работа/отказ). При этом их возможности ограничены числом элементов, со-
ставляющих сетевую структуру, как в случае рассмотрения структурно-простых систем (без 
циклов и повторений), так и в случае структурно-сложных систем. Более того, в ряде случа-
ев, исследуемые структурно-простые системы со множеством состояний, определяющих 
различные уровни надёжности, относят к классу структурно-сложных. 

Альтернативным способом оценки сетевой надёжности ИВС является подход, при ко-
тором вероятностно изменяется надёжность узлов (вершин), а каналы передачи данных счи-
таются абсолютно надёжными [8]. Из примеров, приведенных в статье, можно заключить, 
что метод ориентирован на исследование структурно-простых систем, оперирующих вероят-
ностными характеристиками, как правило, двух состояний элементов, которые, кроме того, 
не отличаются по величине вероятностей для всех элементов сетевой структуры. Для рас-
смотрения вероятностной динамики сетей, используется лишь один вид распределения, ис-
пользуемый с целью аппроксимации данных – распределение Вейбулла. Очевидно, что ука-
занные ограничения значительно снижают применение метода при решении практических 
задач оценки надёжности, при которой вероятностно изменяется надёжность узлов. 

Свойства вероятностно-алгебраического метода моделирования. Метод вероятно-
стно-алгебраического моделирования (ВАЛМ) [9] является универсальным в смысле форма-
лизации ИВС при оценке их надёжности. Он обеспечивает получение вероятностной оценки 
надёжности исследуемой структуры, как в случае вероятностного изменения надёжности ка-
налов передачи данных (схема формализации «элементы-рёбра»), так и в случае вероятност-
ных изменений надёжности компьютеров (схема формализации «элементы-вершины»), 
взаимосвязанное функционирование которых обеспечивает работу ИВС. 

Поскольку любую сетевую структуру с ненадёжными рёбрами всегда можно преобра-
зовать в сетевую структуру с ненадёжными вершинами, но не всякая сеть с вероятностно-
ненадёжными узлами может быть преобразована в структуру с ненадёжными рёбрами, то 
представление исследуемой системы в виде сетевой структуры с вероятностными характери-
стиками надёжности узлов является более общим и, в этом смысле, универсальным. 

А поскольку работа метода ВАЛМ основана на теоретически обоснованном алгебраи-
ческом аппарате, вследствие чего метод является универсальным (практически не имеет ог-
раничений) по ряду признаков: числу элементов; числу состояний; составу используемых 
функций, описывающих отношения между элементами; единому подходу при решении дис-
кретных задач и исследовании непрерывных процессов, то формализация ИВС с использова-
нием схемы «элементы-вершины», объединяет в себе возможности двух известных подходов 
и расширяет класс решаемых задач [10]. 

Кроме этого, метод является универсальным в смысле исследования сетей различной 
структурной организации. Для структурно-простых систем сняты ограничения на число эле-
ментов, составляющих систему, и число их возможных состояний. Для структурно-сложных 
систем в рамках вероятностно-алгебраического подхода реализована методика расчёта надёж-
ности многоэлементных систем со многими состояниями, основанная на сведении моделей с 
произвольным числом состояний к расчётным бинарным моделям [11]. Следует отметить, что 
оценка надёжности ИВС с использованием одного из логико-вероятностных методов [4]–[7] на 
очередных итерациях расчёта бинарных моделей значительно упрощает получение точного 
решения и в целом сокращает сложность расчётов надёжности ИВС со многими состояниями. 

Если говорить об аппроксимации эмпирических данных, описывающих надёжность 
элементов, составляющих исследуемую ИВС, графическим представлением которой являет-
ся сетевая структура, то в отличие от подхода, изложенного в [8], метод ВАЛМ допускает 
представление вероятностных изменений состояний элементов различными законами рас-
пределения и формирование итоговой характеристики надёжности не только в числовом, но 
и в символьном виде [12]. 

Наконец, в отличие от подходов к оценке надёжности сетевых структур, изложенных в 
[4]–[8], ВАЛМ допускает рассмотрение ИВС в динамике [13]. Динамическое ВАЛМ реали-
зуется многошаговой итерационной процедурой, включающей статическое вероятностно-
алгебраическое моделирование на каждой итерации, соответствующее взаимодействию неза-
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висимых элементов, и динамическое управление, позволяющее учесть при моделировании 
эволюционную зависимость элементов. При этом считается, что элементы одномоментно 
функционируют независимо друг от друга, изменяют свои параметры надёжности во време-
ни, которые корректируются в дискретные моменты времени, установленные в соответствии 
с выбранным шагом моделирования. 

В процессе моделирования осуществляется контроль реализации вероятностно-
алгебраической модели в пошаговом режиме через заданные интервалы времени, при котором 
просматривается множество управляющих правил вида «if , then….», позволяющих повысить 
уровень адекватного описания исследуемой ИВС. На каждой итерации проверяются текущие 
вероятностные характеристики надёжности системы на соответствие допустимым границам её 
изменения, обеспечивающей заданный уровень эффективного функционирования системы. 

В случае нахождения вероятностных характеристик в допустимых границах процесс 
моделирования продолжается. При нарушении допустимых пределов изменения вероятност-
ных параметров надёжности элементов или всей системы, генерируются управляющие воз-
действия, изменяющие параметры элементов, модифицирующие структуру модели системы 
либо останавливающие ход моделирования. После реализации корректирующих воздействий 
управляющей программы моделирования процесс моделирования продолжается. При этом 
на каждом шаге моделирования производится запись полученных характеристик системы в 
информационную базу данных системы вероятностно-алгебраического моделирования, реа-
лизующей расчёты. 

Использование встроенного управления параметрами моделирования, позволяет провести 
сравнительный анализ стратегий управления и выбрать из них ту, которая будет давать лучшие 
результаты в смысле установленных критериев надёжности функционирования систем. 

Заключение. Многообразие подходов к оценке надёжности ИВС свидетельствуют об 
актуальности области исследований и востребованности перечисленных методов при реше-
нии практических задач проектирования и эксплуатации надёжно функционирующих ИВС в 
условиях вероятностным образом изменяющихся характеристик надёжности их элементов. 
Логико-вероятностные методы и средства их автоматизации апробированы практикой и яв-
ляются основным средством расчёта надёжности и безопасности систем из различных пред-
метных областей [14]. Методы вероятностно-алгебраического моделирования ИВС и про-
граммное обеспечение их автоматизирующее представляют собой рабочий инструмент, по-
зволяющий учесть вероятностную природу как узлов ИВС, так и каналов передачи данных, и 
решить следующие задачи: 

 организовать и автоматизировать оперативный мониторинг за состоянием надёжно-
сти структурных элементов ИВС для различных вариантов нагрузки; 

 классифицировать и сформировать вероятностные оценки возможных отказов, как 
отдельных элементов, так и всей ИВС; 

  определить наиболее выгодное сочетание параметров надёжности структурных эле-
ментов ИВС, обеспечивающих заданный уровень надёжности и эффективности организации 
сети без изменения структурной организации сети; 

 повысить уровень и, как следствие, скорость надёжного обслуживания пользователей ИВС; 
 оценить варианты расширения сети по критерию надёжности организации без прове-

дения натурных экспериментов с привлечением обслуживающего персонала. 
 

Литература 
 

1. Сукач, Е.И. Исследование эффективности распределенной системы обработки данных с по-
мощью имитационного моделирования/ Е.И. Сукач// Вторая всероссийская конференция «Новые ин-
формационные технологии в исследовании дискретных структур» : сборник научных трудов. – Ека-
теринбург,1998. – С. 138–143. 

2. Максимей, И.В. Имитационное моделирование вычислительного процесса в узлах локальной 
сети / И.В. Максимей, О.М. Демиденко, И.В. Агеенко, Е.И. Сукач // Управляющие системы и маши-
ны (Control System and Computers). – 2000. – № 5/6. – C. 101–107. 

 



О различных подходах к исследованию вероятностных характеристик… 

 

87

3. Сукач, Е.И. Расширение метода логико-вероятностного моделирования сложных систем / 
Е.И. Сукач, Д.В. Ратобыльская, В.Н. Кулага // Моделирование и анализ безопасности и риска в слож-
ных системах: труды международной научной школы МА БР-2009, 7–11 июля 2009 г. – Санкт-
Петербург : ГУАП. 2009. – С. 471–476. 

4. Рябинин, И.А. Надёжность и безопасность структурно-сложных систем / И.А. Рябинин – СПб. : 
Изд-во Санкт-Петербургского университета, 2007. –276 с. 

5. Можаев, А.С. Теоретические основы общего логико-вероятностного метода автоматизирован-
ного моделирования систем / А.С. Можаев, В.Н. Громов. – СПб. : Изд-во ВИТУ, 2000. – 217 c. 

6. Соложенцев, Е.Д. Сценарное логико-вероятностное управление риском в бизнесе и технике / 
Е.Д. Соложенцев. – Санкт-Петербург : Издательский дом «Бизнес-пресса», 2004. – 216 с. 

7. Карасёва, Е.И. И3-технологии для управления операционными рисками в банке/ Е.И. Карасёва // 
Моделирование и анализ безопасности и риска в сложных системах: труды международной научной 
школы МА БР-2010, 6–10 июля 2010 г. – Санкт-Петербург : ГУАП, 2010. – С. 275-279. 

8. Sahinoglu, M. Network reliability evaluation / M. Sahinoglu, R. Benjamin // Wiley Interdisciplinary 
Reviews: Computational Statistics. – 2010. – Volume 2. – P. 189–211. 

9. Сукач, Е.И. Метод вероятностно-алгебраического моделирования надёжности функциональ-
но-сложных систем / Е.И. Сукач // Информатика – 2010. – № 3. – С. 18–30. 

10. Сукач, Е.И. Способ формализации объектов графовой структуры с вероятностными парамет-
рами функционирования / Е.И. Сукач, Д.В. Ратобыльская, Ю.В. Жердецкий, Г.А. Мальцева // Извес-
тия Гомельского государственного университета им. Ф. Скорины.  2012.  № 5 (74).  С. 195–202. 

11. Сукач, Е.И. Методика расчета показателей надежности многокомпонентных структурно-
сложных систем со многими состояниями / Е.И. Сукач // Информатика. – 2011. – № 3. – С. 13–22. 

12. Сукач, Е.И. Метод исследования функционально-сложных систем с использованием вероятно-
стно-алгебраического моделирования/ Е.И. Сукач //Математические машины и системы. – 2010. – № 3. 
– С. 116–123. 

13.  Сукач, Е.И. Автоматизированное вероятностно-алгебраическое моделирование надёжности 
сложных систем / Е.И. Сукач // Проблемы программирования.  2011.  № 1.  С. 89–98. 

14. Сукач, Е.И. Основные этапы исследований по разработке комплексной теории надежности и безо-
пасности информационных систем / Е.И. Сукач, Е.И. Карасёва, Д.В. Ратобыльская, Ю.В. Жердецкий // 14th 
International Scientific School «Modelling and Analysis of Safety and Risk in Complex Systems. МА SR-
2014» : труды Международной научной школы МА БР-2014, 18–20 ноября, 2014 г. – Санкт-Петербург : 
ГУАП-2014. – С. 325–326. 

 
 

1Гомельский государственный 
университет им. Ф. Скорины 
 
2Санкт-Петербургский государственный 
университет аэрокосмического приборостроения Поступила в редакцию 25.04.2015 



 

 
Известия Гомельского государственного университета  

 
имени Ф. Скорины, № 3 (90), 2015 

 
МАТЕМАТИКА 

 

 
УДК 517.925 
 

Нелинейные дифференциальные системы, эквивалентные  
в смысле совпадения отражающих функций вложимым системам 

 
М.С. БЕЛОКУРСКИЙ 
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отрезке [ ; ]   для таких систем. 
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Sufficient conditions for equivalence of nonlinear nonautonomous differential systems for embeddable 
systems in sense of Mironenko were obtained. The shift operator on [ ; ]   along the solutions for 

such systems is given. 
Keywords: reflecting function, equivalence, embeddable system. 

 
Рассмотрим дифференциальную систему 

( , )x X t x , Rt  , ,    (1) n
m

T Rxxx  ),...,( 1

с непрерывно дифференцируемой правой частью. Отражающей функцией [1] системы (1) 
называется функция, определяемая формулой ),;(),( xttxtF   , где ),;( xt   есть общее 
решение системы (1) в форме Коши. Для любого решения )  этой системы верно тождест-

во . 

(tx

)())(,( txtxtF
t


Это свойство можно принять и за определение отражающей функции [2, с. 16]. Не-

смотря на то, что отражающая функция определяется через решения системы, разработаны 
методы, которые позволяют находить отражающую функцию, не используя определение. 
Зная лишь некоторые свойства (например, периодичность) отражающей функции можно ис-
следовать поведение решений самой системы, не прибегая к построению отражающей функ-
ции. Больше о методе отражающей функции и его применении можно найти в [2]–[7]. Для 
беглого ознакомления с теорией отражающей функции можно воспользоваться сайтом 
www.reflecting-function.narod.ru. 

Простейшим квазимногочленом называется комплекснозначная функция переменного 
 вида , где t tk et 

0 ,k N   . Всякая линейная комбинация простейших квазимногочленов с 

комплексными коэффициентами называется квазимногочленом. Компонента  системы (1) 

называется вложимой [8, с. 47], если для любого решения 
ix

))(),...,(()( 1 txtxtx m  этой системы 

функция )  является квазимногочленом (говоря о решениях системы, мы имеем в виду, 

что они действительны). Компонента  системы (1) вложима тогда и только тогда, когда для 

каждого решения  этой системы существует линейное стационарное уравнение вида 

, для которого )  является решением. Когда компонента 

 любого решения )  системы (1) является одновременно и решением некоторого об-

щего для всех решений )  линейного стационарного уравнения, то эта компонента называ-
ется сильно вложимой. Дифференциальная система называется вложимой (сильно вложи-
мой), если любая ее компонента вложима (сильно вложима). 
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Как вложимые, так и сильно вложимые системы, как правило, являются существенно 
нелинейными системами. В частности, как показано в [8], они могут иметь несколько поло-
жений равновесия, предельные циклы и иметь другие качественные свойства, присущие 
только нелинейным системам. 

С другой стороны, эти системы интегрируются в элементарных функциях. Таким обра-
зом, мы можем найти отражающую функцию вложимой системы и, значит, можем построить 
целый класс дифференциальных систем с такой же отражающей функцией [3, с. 71]: 

),(),(),(),(5.0 FtRxtRFtFFFtFx xtx  ,  

где )  есть произвольная вектор-функция. Дифференциальные системы из этого класса 
не обязаны быть вложимыми и интегрируемыми в квадратурах, однако они будут иметь те 
же качественные свойства, что и эквивалентная им вложимая система. 

,( xtR

В статье [9] из всех дифференциальных систем с кубической правой частью были най-
дены те, которые эквивалентны в смысле совпадения отражающих функций вложимым авто-
номным системам заданного вида. В данной статье исследуется вопрос отыскания нелиней-
ных неавтономных систем, эквивалентных (в смысле совпадения отражающих функций) 
вложимым автономным системам. 

Теорема 1. Пусть для дифференциальной системы  
2 2( ) ( , ), ( ) ( , )x a t x x ym t xy y c t y xy m t xy     ,   (2) 

с непрерывно дифференцируемой по t  правой частью выполнены условия: 
1) функции  и  – нечетные; ( )a t ( )c t
2) справедливо соотношение ( , ) ( , ) 2 2 ( ( ) ( ))m t xy m t xy t a t c t     . 
Тогда дифференциальная система (2) эквивалентна вложимой автономной системе 

22 , xyyyxx   .      (3) 
При этом оператор сдвига [10, с. 12] вдоль решений системы (2) на отрезке [ ; ]   зада-

ется формулой: 
2 2: ( ; ) ( ; )xy xT x y xe ye  y











,     (4) 
Доказательство. Согласно [9] вложимая автономная система (3) имеет отражающую функцию 

Ttxytxy yexeyxtF ),(),,( 22 ,     (5) 
Если мы докажем, что дифференциальная система (2) имеет отражающую функцию (5), 

то теорема будет доказана. Чтобы доказать это, достаточно проверить выполнение основного 

соотношения [3, с. 63]  для отражающей функции 

дифференциальной системы (2). 
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Сначала проверим выполнение первого тождества основного соотношения: 
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Теперь проверяем второе тождество: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2
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Таким образом, основное соотношение для отражающей функции дифференциальной 
системы (2) выполняется. 

По определению оператор сдвига вдоль решений системы (2) на отрезке [ ; ]   задает-

ся формулой 1 2: ( ; ) ( ( ; , , ); ( ; , , ))T x y x y x y      

1 2, , ) ( ( ; , , ), ( ; , , ))TF x y x y x y         
]

, где  есть 
общее решение системы (2) в форме Коши. Но из определения отражающей функции следу-
ет, что . Тогда оператор сдвига вдоль решений 
системы (2) на отрезке [ ;

1 0 0 0 2( ( ; , , ), ( ))Тt t x y  0 0 0; , ,t t x y

(
   задается формулой (4). Теорема доказана. 
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Теорема 2. Пусть для дифференциальной системы 

1 1

( ) ( )( ) , ( ) ( )( )
n n

k k
k k

k k

x a t x x b t xy y c t y y b t xy
 

      ,   (6) 

с непрерывно дифференцируемой по t  правой частью выполнены условия: 
1) функции ,  и  – нечетные; ( )a t ( )c t ( ) ( 2,3,..., )kb t k n
2) справедливо соотношение 1 1( ) ( ) 2 2 ( ( ) ( ))b t b t t a t c t     . 

Тогда дифференциальная система (6) эквивалентна вложимой автономной системе (3). 
При этом оператор сдвига вдоль решений системы (6) на отрезке [ ; ]   задается 

формулой (4). 
Доказательство. Из [9] следует, что система (3) имеет отражающую функцию (5). Пока-

жем, что функция (5) является отражающей функцией и системы (6). С этой целью воспользу-
емся методом математической индукции. Если 1k  , то доказываемая теорема совпадает с 
теоремой 1 из [9]. Предположим, что наша теорема верна при 1, 2,..., 1k n  . Покажем, что в 
таком случае теорема будет справедлива и для k n . Для этого проверим выполнение основ-
ного соотношения для отражающей функции дифференциальной системы (6). 

Первое тождество имеет вид: 
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Вычтем из последнего тождества аналогичное тождество для системы (6) при 
. Имеем: 1, 2, , 1k  

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( 2 ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )(

2 2 ) ( ) ) ( ) ( ( ) ( )) 0.

txy txy n txy n txy n n txy
n n n

n txy
n n n

e txye b t x xy tx e b t y xy b t xe xy xy e b t x

tx y tx y b t x xy e x b t b t

    



    

       
 

Из второго тождества основного соотношения для отражающей функции системы (6) 
2 2 2 2 2 2
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вычтем аналогичное тождество для  системы (6) при 1, 2, , 1k   . Имеем: 
2 2 2 2 2 2 2
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Так как основное соотношение для отражающей функции системы (6) выполняется, то функ-
ция (5) является отражающей функцией системы (6). Поэтому системы (6) и (3) эквивалентны. 

Поскольку отражающие функции систем (2) и (6) совпадают, то совпадают и операторы 
сдвига вдоль решений этих систем. Поэтому оператор сдвига вдоль решений системы (6) на 
отрезке [ ;   задается формулой (4). Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть для дифференциальной системы 
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( , ), ( ) ( ) ( ) ( , )x a t x c t y y x y m t xy y a t y c t x x x y m t xy         , (7) 

с непрерывно дифференцируемой по t  правой частью выполнены условия: 
1) функции  и  – нечетные; ( )a t ( )c t
2) справедливо соотношение ( , ) ( , ) 2 4 ( )m t xy m t xy ta t    . 
Тогда дифференциальная система (6) эквивалентна вложимой автономной системе 

)(),( 2222 yxxyyxyx   ,    (8) 
При этом оператор сдвига вдоль решений системы (7) на отрезке [ ; ]   задается формулой 

2 2 2 2 2 2 2 2: ( , ) ( cos 2 ( ) sin 2 ( ), sin 2 ( ) cos 2 ( ))T x y x x y y x y x x y y x y          , (9) 
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Доказательство. Согласно [9] дифференциальная система (8) имеет отражающую функцию 
TtyxytyxxtyxytyxxyxtF ))(2cos)(2sin,)(2sin)(2cos(),,( 22222222  , (10) 

Если мы покажем, что дифференциальная система (7) имеет отражающую функцию 
(10), то теорема будет доказана. Чтобы доказать этот факт, достаточно проверить выполне-
ние основного соотношения для отражающей функции дифференциальной системы (7). 

Сначала проверим выполнение первого тождества основного соотношения: 
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Теперь проверим второе равенство основного соотношения: 
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]

Таким образом, основное соотношение для отражающей функции дифференциальной 
системы (7) выполняется. 

По определению оператор сдвига вдоль решений системы (7) на отрезке [ ;   задает-

ся формулой 1 2: ( ; ) ( ( ; , , ); ( ; , , ))T x y x y x y      

1 2, , ) ( ( ; , , ), ( ; , , ))TF x y x y x y         
]

, где  есть 

общее решение системы (7) в форме Коши. Но из определения отражающей функции следу-
ет, что . Тогда оператор сдвига вдоль решений 

системы (7) на отрезке [ ;

1 0 0 0 2( ( ; , , ), ( ))Тt t x y  0 0 0; , ,t t x y

(

   задается формулой (9). Теорема доказана. 
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Получены необходимые, а также достаточные условия совпадения отражающих функций у двух 
уравнений Риккати, а также у двух уравнений Абеля. 
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The necessary and sufficient conditions for coincidence of Mironenko reflective functions for given Ric-
cati equations and Abel equations as well were established. 
Keywords: reflective function, Riccati equation, Abel equation. 
 
Введение. В работе для качественного исследования дифференциальных уравнений с 

полиномиальной правой частью, а также квадратичных систем второй размерности исполь-
зуется теория отражающей функции (ОФ), основные положения которой изложены в работах 
[1], [2], а также [3]. В настоящей работе уточняются и дополняются некоторые результаты, 
полученные в работах [4]–[7]. Приведем лишь некоторые наиболее важные для нашего ис-
следования свойства этой функции. Для дифференциальной системы 
 1 2( , ), , ( , ,..., )T n

nx X t x t R x x x x D R     , (1) 

с непрерывно дифференцируемой правой частью и общим решением 0 0( ; , )x t t x  отра-

жающая функция определяется формулой ),;(),( xttxtF   . Системы с одинаковыми ОФ 
называют эквивалентными. Если система (1) 2  – периодична по , то t ),( xF   является 
отображением за период [ ],  (отображением Пуанкаре). Известно также [1, с 171], [4], что 

если непрерывно дифференцируемые вектор-функции  ,)],(, T
in xt),([ 1i t , x),(i xt k,1i  

являются решениями дифференциальной системы 

 
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 0
t x t x X t x

X t x t x
t x x

  
  

  
 , (2) 

то все возмущенные системы вида 

 


k

i ii xttxtXx
1

),()(),(  , (3) 

где kiti ,0),(   – произвольные непрерывные скалярные нечетные функции, эквивалентны 

системе (1) (  – любое число или  ). k
Дифференцируемая функция  будет ОФ дифференциальной системы (1) тогда и ),( xtF

только тогда, когда она удовлетворяет основному соотношению 

 0)),(,(),(
),(),(










xtFtXxtX
x

xtF
t

xtF , (4) 

и начальному условию . xxF ),0(
1. Совпадение ОФ у двух уравнений Риккати. Рассмотрим два уравнения Риккати 
 , (5) 2)()()( xtcxtbtax 
 ,  (6) 2)()()( xtCxtBtAx 

коэффициенты которых будем считать непрерывными на R функциями. Мы используем обо-
значения )(: t , )())()((:)(

2
1

2
1

ч   ttt , )())()((:)( 2
1

2
1

н   ttt , 
~ ~ ~ ~~ ~ 2)](:)()(),( :)()(),( 4:)(),( )( [)(:)()( tBtCtAttCtctCtBtbtBtAtatA  . 

Теорема 1. Пусть ОФ уравнений (5) и (6) совпадают. Тогда )(t  есть четная функция. 
Доказательство. Следуя [1, с. 96], выписываем ОФ уравнений (5) и (6) 
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)()()(
)())()((

),(
tntzxts
trxtntz

xtF



 , 
)()()(
)())()((

),(
111

111
1 tntzxts

trxtntz
xtF




 , 

где функции  и  являются решениями дифференциаль-)(),(),(),( trtstntz )(),(),(),( 1111 trtstntz
ных систем nbsarczzbsarcnsr ччччнн ,, zcncsb чнн ,22zanarb чнн 22    и 

1ч1ч1ч11ч1н1н11ч1н1н11ч1н1н1 ,,22,22 nBsArCzzBsArCnzCnCsBszAnArBr      , 

соответственно. В [5] показано, что при этом )()(),()(),()(),()( 1111 trtrtststntntztz  . 
Приравнивая правые части выписанных систем, получим линейную однородную алгебраиче-
скую систему 
 0

~~~
,0

~~~
,0

~
2

~
2

~
,0

~
2

~
2

~
ччччннчннчнн  nBsArCzBsArCzCnCsBzAnArB , (7) 

определитель которой имеет вид 

 

0
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~
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~~
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~
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~
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:)(

ччч

чнн

чнн

чнн

ABC
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CBC

AAB

t







 . 

Покажем, что 0)( t . Действительно, для любого фиксированного t , согласно [1, с. 97], 

имеет место тождество 1 , т. е. при любом t  система (7) имеет ненуле-)()()() 2  trtstn(2 tz
вое решение. Следовательно 0)( t . Вычисляя этот определитель, получаем 

~ ~ ~ ~ ~
0)

~
22( нччн  BCACA 2

чн B . Непосредственными вычислениями убеждаемся, что 

нBACBACBBCACA  2
1

4
122

4
1

чннччн ][])4(4[
~ ~ ~ ~ ~ ~

22 . Следовательно, 0 н . 

Таким образом,  является четной функцией. Теорема доказана. )(t
Теорема 2. Для любого уравнения (5) в некоторой окрестности прямой  сущест-0t

вует эквивалентное ему уравнение (6), в котором нечетные части функций )(н tC),(),( нн tBtA
 могут быть выбраны произвольным образом. )(),(),( tCtBtA

Доказательство. Будем строить уравнение (6) с такой же ОФ, как и у уравнения (5). 
Тогда функции , входящие в выражение для ОФ )(),(),(),( trtstntz

 
)()()(
)())()((

),(
tntzxts
trxtntz

xtF



 , 

удовлетворяют двум системам [1, с. 96–97]: 
nbsarczzbsarcnzcncsbszanarbr ччччннчннчнн ,,22,22    и 

nBsArCzzBsArCnzCnCsBszAnArBr ччччннчннчнн ,,22,22   . 
Приравнивая правые части этих систем, получим 

  
.,2222

,,2222

чччччччннчнн

чннчннчннчнн

nBsArCnbsarczCnCsBzcncsb

zBsArCzbsarczAnArBzanarb




Из первых трех уравнений последней системы следуют соотношения 

 

.)()(

,)()(

,)()(

чнннн2
1

ч

чннннч

чнннн2
1

ч

zcncCsbBzC

zbsaArcCzB

zanaArbBzA





, (8) 

Так как для дифференцируемой функции  имеет место , то существует )(tz 01)0( z
интервал );(  , на котором . Из формул (8) видно, что, по крайней мере, на интер-0)( tz
вале );(   функции  всегда можем построить для любых произвольных )),(ч ttA (),( чч CtB
функций  и . Таким образом, для уравнения (5) мы построили )(), tc(),( tbta )(( нн ttA ),(), н CtB

уравнение  с такой же ОФ, как и у уравне-2
н )]([ xtCC ч )(t нн ([)( ttA  ч )( BtB чAx  )]x)(t 

ния (5). Причем в построенном уравнении функции  мы можем выбирать )(н tC),(н t),(н BtA
произвольно, а  определяются формулами (8), т. е. определяются в зависи-)(ч t),(ч CtB),(ч tA
мости от набора  и от коэффициентов исходного уравнения (5). )(н tC),(н tB),(н tA
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Следствие. Для любого уравнения (5) в некоторой окрестности прямой  можно 0t
построить уравнение (6) с четной по t  правой частью, эквивалентное уравнению (5). 

Для доказательства в формулах (8) достаточно положить 0)()()( ннн  tCtBtA . 
В работе [6] нами изучался вопрос о существовании для исходного уравнения (5) экви-

валентного ему уравнения вида 
 , (9) ))(( 2

000 xcxbatAx 
где ) . В указанной статье получены результаты в случае, когда 0(:),0(:),0(: 000 ccbbaa 

02
00 bc4 0a . Здесь мы приводит результат для случая . 04 2

000 bca

Теорема 3. Пусть уравнение (5), в котором хотя бы одно из чисел  отлично 000 ,, cba

от нуля и , эквивалентно какому-либо уравнению (9). Тогда функция  опре-04 2
000 bca )(tA

деляется по одной из формул: 
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для случаев или  соответственно. При этом ОФ построенного уравнения вы-00 a  00 a

числяется по формуле 
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Доказательство. Непосредственными вычислениями убеждаемся, что основное соот-
ношение (4) для ОФ (10) выполняется в каждом из указанных случаев. 

2. Полиномиальные возмущения уравнения Абеля, сохраняющие ОФ. В этом раз-
деле мы ставим задачу получить условия, при которых для уравнения Абеля существуют по-
линомиальные возмущения вида , такие, что любое из мно-m

m xtrxtrtrxt )()()(),( 10  
жества уравнений вида (3) эквивалентно исходному уравнению. 

В работах [7], [8] было показано, что для уравнения Абеля 
 , (11) 3

3
2

210 )()()()( xtaxtaxtatax 
полиномиальное  – решение уравнения (2) может существовать только в виде много-),( xt
члена третьей степени, т. е. 
  , (12) 3

3
2

210 )()()()(),( xtrxtrxtrtrxt 
Покажем, при каких условиях функции ),( xt  вида (12) существуют и сколько их может быть. 

Теорема 4. Для того чтобы для уравнения Абеля (11), в котором , существо-0)(3 ta

вала хотя бы одна полиномиальная функция ),( xt  вида (12), удовлетворяющая уравнению 
(2), тождественно не равная нулю, необходимо, чтобы функция 

   )(99227:)( 2323321
3
2

2
30 aaaaaaaaaat  

удовлетворяла соотношению 
  (13) .025)(6)(93 2

2
2

322311313333    aaaaaaaaaaaaa

Доказательство. Пусть указанная функция ),( xt  существует. В [8] было показано, 
что из этого допущения следует, что существует нетривиальное решение системы 

  (14) 

).3(23

,)](4)(6[]326[3

,)226(6,22,

33333

323232131333333
2
21

2
3

2
33

33232
2
30323

3
30133313232

 



aarra

raaaaaaaaaaraaaaaaar

raaaaaaaarararrarraar






Умножая четвертое из соотношений (14) на )(t , получим 

  .)](4)(6[]326[3 323232131333333
2
21

2
3

2
33  raaaaaaaaaaraaaaaaar  

Теперь продифференцируем пятое из соотношений (14) и умножим полученное соот-
ношение на )()(3 tta  . Получим . 0)23(2)53(3 333333333

22
33    aaaaraaarar
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Заменим в полученном равенстве выражения 33ar  и  в соответствии с послед-22
33 ar

ними из соотношений (14). В результате получим тождество  :)( 3rt  

,0)25)(6)(93( 3
2
2

2
322311313333  raaaaaaaaaaaaa     (15) 

которое может выполняться в двух случаях: 1) функция )(t  тождественно равна нулю. То-

гда теорема справедлива. 2)  на некотором интервале. Тогда, как следует из первых 03 r

трех соотношений (14), на этом интервале 0012  rrr , т. е. 0),(  xt . Но, по нашему 

предположению, ненулевое  существует. А потому имеет место (15). ),( xt
Если , не являясь тождественным нулем, обращается в нуль в отдельных изолирован-3r

ных точках, то  обращается в нуль всюду, кроме этих изолированных точек. В этом слу-)(t
чае из непрерывности  следует, что она будет равна нулю и в рассматриваемых точках. )(t

Пусть теперь )  обращается в нуль на некотором множестве }{ , имеющем предель-(3 tr kt

ную точку  при  и 00ttk  k )(3 tr  на интервалах ) . Тогда на каждом из интер-;( 1 kk tt 

валов )  имеет место . Поэтому из непрерывности функции  следует, что ;( 1kt  kt 0)( t )(t

0)( tlim
 ktt

)( tk
. Таким образом, во всех точках } имеет место 0 , а значит, и { kt ) ( kt

0)(  ktlim
0


tt

. Теорема доказана. )( 0 t
k

Теорема 5. Пусть коэффициенты уравнения (11) удовлетворяют тождеству (15), 
причем  а 0)(3 ta , )(t  не обращается в нуль. Тогда для уравнения (11) существует един-

ственное с точностью до постоянного множителя ),( xt  вида (12), являющееся решением 
уравнения (2), причем коэффициенты этого ),( xt  находятся по формулам 

 
,)(,)(

,])(3[)(,])3(3[)(
3
2

3
2

3
5

3
5

2
33232

33133
1

122039
1

0










actraactr

aaaactraaaactr   (16) 

где – произвольная постоянная ( ). c 0c
Доказательство. Как уже было отмечено, существование ),( xt  вида (12) равносильно 

существованию нетривиального решения системы (14). При выполнении условий теоремы 

решение последнего уравнения системы (14) существует и имеет вид 3
22

33 )(  actr , где  – c

произвольная постоянная. Выполнение условия (15) означает, что найденная функция  )(3 tr

удовлетворяет четвертому уравнению системы (14). Используя ) , из первых трех уравне-(3 tr

ний системы (14) определяем остальные коэффициенты  функции . Вычисления 210 ,, rrr ),( xt
показывают, что они имеют вид (16). Итак, функция ),( xt  вида (12) определена с точно-
стью до постоянного множителя. Теорема доказана. 

В [1, с. 130] было показано, что если для 2 -периодического по  уравнения t
),( xtXx   при некотором 0  имеют место неравенства 0),(),(  xtXxtX  при ),0( t  

и x ;  при 0),(),(  xtXxtX ),0( t  и x , то уравнение ),( xtXx   имеет хотя бы 
одно 2 -периодическое решение. Применим этот результат к уравнению Абеля. 

Теорема 6. Пусть для уравнения (11) с непрерывно дифференцируемыми  
2 -периодическими коэффициентами выполняется 0)(3 ta ч  при ],0[ t . Тогда уравнение 

(11) имеет хотя бы одно 2 -периодическое решение. 
Доказательство. Находим . 3

3
2

210 )(2)(2)(2)(2),(),( xtaxtaxtataxtXxtX чччч 

Так как по условию  при 0 ],0[)(3 ta ч t 0, то найдется такое x , что при 

  xt ],,0[  будет иметь место 2
210

3
3 )()()()( xtaxtataxta чччч  . А так как 0)(3 ta ч  

при ],0[ t , то справедливы неравенства 
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 , 
,],,0[ при 0)()()()(

 ,],,0[ при 0)()()()(
3

3
2

210

3
3

2
210






xtxtaxtaxtata

xtxtaxtaxtata

чччч

чччч

где )]()([5,0)( tatata iiiч  . Терема доказана. 

3. Полиномиальные возмущения квадратичных систем, сохраняющие ОФ. Поставим за-
дачу: выяснить, при каких условиях для квадратичной системы (мы будем называть ее треугольной) 

 , (17) 
2

54
2

3210

2
310

)()()()()()(

,)()()(

ytbxytbxtbytbxtbtby

xtaxtatax







существует полиномиальное  вида ),,( yxt

 , (18) 












2

43210

4
2

3210

)()()()()(

)()()()()(
),,(

ytrxytrytsxtsts

xytrxtrytrxtrtr
yxt

являющееся решением соответствующего уравнения (2). Эта задача актуальна для нас пото-
му, что первое уравнение системы (17) есть уравнение Риккати, а, значит, мы будем знать 
вид первой компоненты ОФ любой из возмущенных систем (3), которые мы можем постро-
ить с использованием  вида (18). ),,( yxt

Теорема 7. Пусть для системы (17), все коэффициенты которой мы полагаем непре-
рывными, причем и  обращаются в нуль лишь в изолированных точках, существу-)(3 ta  )(4 tb

ет полиномиальное  вида (18), для которого ), yx,(t 0)(4 tr  всюду кроме, быть может, 
изолированных точек. Тогда коэффициенты этой системы удовлетворяют соотношениям 

 )()(,0)(,0)( 3453 tatbtbtb  , (19) 

При этом  имеют вид ),,( yxt

 , (20) 












2

43210

4
2

3210

)()()()()(

)()()()()(
),,(

ytrxytrytsxtsts

xytrxtrytrxtrtr
yxt

где функции 2,0),(,4,0),(  jtsitr ji  являются решением линейной дифференциальной сис-

темы 

  (21) 

.02,0

,0,0

,0,022

,0,0

0321304023113413

03111211302112122402

020120100032140301

234240120100







rarbrarbsrararbr

sarbsbsarbsbsrarbrar

sbrbsbsasrarbrbrar

rarbrrarbrar






Доказательство. Подставляя правую часть системы (17) и выражение (18) в уравнение 

(2) приходим к выводу, что функции )  и (tri 5;0,),( jits j  образуют решение линейной диф-

ференциальной системы из двенадцати дифференциальных уравнений 

0,02

,0222,022

,022,0

,022,02

,022,022

,0,0

2451255255152255

1523144141514232451424

32311413134123313133141233

04210540502212250402

04111203114021301032140301

0201201000120100










rbrbsbsbsrarbrbr

sbrbrbrbsasbsrarbrbrbr

sbrbsbrbsasbsbsasrararbrbr

rbrbsbsasbsrarbrbrar

sbrbsbrbsasbsbsasrarbrbrar

sbrbsbsasrarbrar








 (22) 

и удовлетворяют системе из восьми недифференциальных соотношений 

.0,0,0,022

,02,0222

,022,02

54554333344333

445345543435435343

535445435344






rbrbrbrbsbsbsa

rbrbsbsbrbsbrbsbsa

rarbrbrarbrb

 (23) 

Рассмотрим соотношения 
  0,0,0 545543  rbrbrb . 
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В силу условий теоремы и из непрерывности )  следует, что и (),(),( 543 trtbtb 0 53 b 0r . 

Тогда из второго соотношения системы (23) следует, что 05 b  и подсистема (23) принимает 

вид 02,0,0,0 3445434434344 343  arbsbrbsararb sbs . В силу условий теоремы, эти 

соотношения могут иметь место, только если 3a4b   и далее 0,, 4534  3  srsrs . В этом 

случае все соотношения (23) обращаются в тождества, а система (22) принимает вид (21). 
При этом исходная система с необходимостью имеет вид 

  
.)()()()(

,)()()(

3210

2
310

xytaytbxtbtby

xtaxtatax







Теорема доказана. 
Заключение. Мы получили необходимые, а также достаточные условия совпадения 

отражающих функций у заданных уравнений Риккати и Абеля. Получено необходимое усло-
вие существования для заданного уравнения Абеля полиномиального возмущения, сохра-
няющего отражающую функцию. 
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Два замечания о порожденных ω-локальных классах Фиттинга 
 

И.В. БЛИЗНЕЦ1, Н.Н. ВОРОБЬЕВ2, И.А. ГРИГОРЬЕВ2 
 

Найдены новые свойства порожденных частично локальных классов Фиттинга. 
Ключевые слова: класс Фиттинга, комонолит группы, коцоколь группы, комонолитическая группа, 
нормально наследственный класс, ω-локальная H-функция, минимальная ω-локальная H-функция, 
ω-локальный класс Фиттинга. 
 
New properties of generated partially local Fitting classes were found. 
Keywords: Fitting class, comonolith of group, cosocle of group, comonolithic group, normally hereditary 
class, ω-local H-function, minimal ω-local H-function, ω-local Fitting class. 

 
В работе рассматриваются только конечные группы. Мы будем использовать стандарт-

ную терминологию, принятую в [1], [2]. Напомним, что классом Фиттинга называется класс 
групп F, замкнутый относительно взятия нормальных подгрупп и произведений нормальных 
подгрупп из F. 

В дальнейшем ω обозначает некоторое непустое множество простых чисел и \  � . 
Символы (1), Np и Gpʹ обозначают соответственно класс всех единичных групп, класс всех p-
групп и класс всех pʹ-групп. Символ dG  обозначает класс всех единичных и таких нееди-

ничных групп, у которых каждый композиционный фактор А таков, что ( )A   , где 
(A)  ‒ множество всех различных простых делителей порядка группы A.  

Для произвольного класса групп F   (1) через GF обозначено пересечение всех таких нор-

мальных подгрупп N, что G/N  F. В частности, Op(G) = pGN , Gωd = dG G  и Fp(G) = '( )p pGG N . 
Пусть f – произвольная функция вида  

f: ω  {ωʹ} → {классы Фиттинга} (*) 
где f(ωʹ) ≠ ∅. Следуя [2], сопоставим функции f класс групп  

LRω(f) = (G | Gωd(G)  f(ωʹ) и F p(G)  f(p) для всех p ( ))G   . 
Если класс Фиттинга F таков, что F = LRω(f) для некоторой функции f вида (*), то F назы-

вается ω-локальным классом Фиттинга с ω-локальной функцией Хартли f (более кратко –  
ω-локальной H-функцией). В случае, когда ω = {p}, класс Фиттинга называется p-локальным, а 
в случае, когда ω = , символ ω опускается и класс Фиттинга называется локальным. 

Настоящая работа посвящена изучению свойств порожденных ω-локальных классов 
Фиттинга. Следующая теорема дуализирует результаты, полученные А.Н. Скибой в теории 
формаций, связанные с доказательством индуктивности решетки всех функторно замкнутых 
n-кратно насыщенных формаций [1]. 

Теорема. Пусть M – разрешимый нормально наследственный класс и A   lωfitM. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

1) если Op(A) = A и p   ω, то A   lωfitM1, где M1 = (Op(G) │G  M); 
2) если Aωd = A, то A   lωfitM2, где M2 = (Gωd│G  M). 
Через lωfitX обозначено пересечение всех таких ω-локальных классов Фиттинга, кото-

рые содержат совокупность групп X. Символом lpfitX обозначено пересечение всех таких p-
локальных классов Фиттинга, которые содержат совокупность групп X. В частности, lfitX ‒ 
пересечение всех локальных классов Фиттинга, которые содержат совокупность групп X, а 
fitX ‒ пересечение всех таких классов Фиттинга, которые содержат совокупность групп X.  

Напомним несколько известных утверждений, которые потребуются для доказательст-
ва основного результата. 

Лемма 1 ([2, лемма 21]). Пусть F = , где i
i I
 F Fi  = LRω(fi). Тогда F = LRω(f), где f =  i . 

Ii
f


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Пусть {fi | i  I} ‒ набор всех ω-локальных H-функций класса Фиттинга F. Тогда по 
лемме 1 



i
i I

f

  ‒ ω-локальная H-функция класса F, называемая минимальной ω-локальной  

H-функцией класса Фиттинга F [2]. 
Следующее утверждение дает способ построения минимальной ω-локальной  

H-функции класса Фиттинга F. 
Лемма 2 ([2, лемма 22]). Если F = lωfitX и f – минимальная ω-локальная H-функция клас-

са F, то справедливы следующие утверждения: 
1) f(ωʹ) = fit(Gωd│ G  X); 
2) f(p) = fit(Fp(G) │ G  X) для всех pω; 
3) F = LRω(h), где h(ωʹ) = F и h(p) = f(p) для всех pω. 
Лемма 3 ([2, лемма 1]). Пусть N – нормальная подгруппа группы G. Справедливы сле-

дующие утверждения: 
1) если G/N – pʹ-группа, то Fp(G) = Fp(N); 
2) если G/N   Gωd, то Gωd = Nωd. 
Лемма 4 ([3, гл. IX, лемма 2.12]). Пусть F – фиттингова формация и пусть G = N1N2, 

где N1 и N2 – нормальные подгруппы группы G. Тогда GF = (N1)F (N2)F. 
Лемма 5. Если M – максимальная нормальная подгруппа группы G и N – любая, не со-

держащаяся в M, нормальная подгруппа группы G, то подгруппа NM также является 
максимальной нормальной в N. 

Лемма 6. Пусть  – такие максимальные нормальные подгруппы группы G (t > 2), 

что для любых трех попарно различных индексов i, j, k имеет место N
1,..., tN N

i Nj ⊈ Nk. Тогда  

1
1{ ,..., }

( ... )
r

t

i i
i ir

N N ,G    

где {i1, … , ir} пробегает всевозможные выборки по r элементов из {1, …, t} и 1 < r < t. 
Доказательство. Проведем индукцию по r. Пусть r = 2. Заметим, что, если найдутся та-

кие попарно различные индексы p, q, s   {1, …, t}, что Np Nq = NpNs, то получаем Np Nq 

N s = Np Ns, т. е. Np Ns	  N q. Последнее невозможно по условию. Значит, Np Nq  ≠ Np 

N s для любых трех попарно различных индексов p, q, s   {1, …, t}. Поэтому ввиду леммы 5  

1 2 1 3 1
{ , } {1,..., }

( ) (( )( )...( ))i j t
i j t

N N N N N N N N


      

2 3 2 4 2 1 1 2 2 1(( )( )...( ))...( ) ... ( )t t t t t tN N N N N N N N N N N N N G        


 

Допустим теперь, что r > 2 и при r ‒ 1 лемма верна. Пусть {j1, …, jr-1}  {1, …, t}. До-
пустим, что найдутся два таких различных индекса a, b   {1, …, t}\{j1, …, jr-1}, что 

. Тогда 1 1 1 1
... ...

r ra j j b j jN N N N N N
 

      

1 1
...

ra j jN N N N
 b     и 

1 1
...

rb j jN N N N
 a    . 

Поэтому . 
1 1 1 1 1

( ... )( ... ) ...
r ra j j b j j j jN N N N N N N N
 

        
1r

Если же , то по лемме 5 снова получаем  
1 1 1

... ...
ra j j b j jN N N N N N


      
1r

1 1 1 1 1 1r

Таким образом, для любой выборки {j

( ... )( ... ) ... .
r ra j j b j j j jN N N N N N N N
 

          

1, …, jr-1} множества индексов из {1, …, t} в 

1
1{ ,..., } {1,..., }

( ... )
r

tr
i i

i i
N N 




 
 

всегда найдутся два таких сомножителя, произведение которых равно . Значит, 

 
1 1

...
rjN


  jN

i1 1{ ,..., } { ,..., }1 1 1
( ... )

rt
j j

j jr

N N


  1
1{ ,..., } {1,..., }

( ... )
r

tr
i

i i
N N


  . Но по индукции  

1 1{ ,..., } { ,..., }1 1 1
( ...

rt
j

j jr

N N )j 

   = G. 
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Значит,  =
1 1{ ,..., } { ,..., }1 1 1

( ...
rt

j j
j jr

N N


  )
1

1{ ,..., } {1,..., }
( ... )

r
tr

i i
i i

N N


  = G. 

Лемма доказана. 
Группа G называется комонолитической, если в G имеется такая нормальная подгруппа 

M (комонолит группы G), что G/M – простая группа и любая собственная нормальная под-
группа N группы G содержится в M. Напомним, что коцоколем группы G (обозначается 
Cosoc(G)) называется пересечение всех максимальных нормальных подгрупп группы G. 

Лемма 7. Пусть Cosoc(G) = , где N1 ... tN  

1 ...i iN   
N

tN
i – максимальная нормальная подгруппа группы 

G и t > 1, Cosoc(G) ≠  для всех i 1 1...N N   {1, …, t} и G – группа с Op(G) = G, где 
pω. Пусть Mi – наименьшая нормальная в G подгруппа, содержащаяся в 

, но не содержащаяся в N1 1... i iN N N    1 ... tN i. Тогда справедливы следующие утвержде-
ния: 

 i  {1, …, t} группа Mi комонолитична с комонолитом1) для любого    i iM N , причем 
Op(M ) = Mi; i

2) 
1

i
i

t
M



= G.  

Доказательство. Пусть G – группа с O


p(G) = G, где p   ω, удовлетворяющая условиям 

лемм
о крайней мере 

двум
 Ni, то T Mi Ni, что

чт

р оре-
С M Ni

ч ≠  O (Mi) Mi 

ы. Докажем выполнимость первого утверждения леммы.  
Предложим, что группа Mi – не комонолитична. Тогда Mi обладает п
я различными максимальными нормальными подгруппами T и Mi   Ni. 
Если T   противоречит максимальности T. Следовательно, 

T   N
       

i и T   1 1 1... ...i i tN N N N      . Но ввиду того, о Mi – наименьшая из нормаль-

ных подгрупп группы G с этими двумя свойствами, то Mi   T. Поэтому Mi = T. П отив
чие. ледовательно, Mi – комонолитическая группа и ее комонолит совпадает с i   . 

Покажем, что O (Mp
i) = Mi. Предположим, то O (Mp

i)  Mi. Тогда
p     Ni =  

Cosoc(Mi) N . Поскол i  i/O
p(Ni)Np, тогд   ьку Op(Mi)O

p(N )/Op(Ni)  N а
M

i

Op(Mi)/O
p( i) Op(Ni)   Op( iM  )O (Np

i)/O (Np
i) Np. 

Отсюда O (Mp
i) = O (O (Mp p

i)) O (Mp
i)  O (Np

i)   Op(Ni). Итак, O (Mp
i)   O (Np

i). Вви-
ду того, что Mi ⊈ Ni имеем G = MiNi. Вмес  с тем по условию O (G) = G. Значит, G = 
O (M

те
), то G = (Mi)O (Ni) = 

Op(Ni ие. Следовательно, Op(Mi) = Mi. 
Докажем теперь второе утверждение леммы. 

Предположим, что

p

p
iNi). По лемме 4 G = O (Mp

i)O (Np
i). Так как O (Mp

i)   O (Np
i Op p

). Значит, GNi = G = O (Np
i)Ni = Ni. Противореч

 
1

i

t

i
M


    G и пусть R – максимальная нормальная подгруппа группы 

G, содержащая 
1

i
i

t

M

 . Если R = Ni,  некоторого i   {1, … , t}, то Mi 

1
i

i


t

M

   Nдля 

N i  , П м
ных нормальных ппы G входящих в Значит

.  

Следовательно, N  . 

Вместе с тем по лемме 6 )N = G. Полученное противоречие 

показывает

i. Проти-

воречие. Значит, R ≠ 
 

i iN 

i для всех   {1, … t}. оэто у R совпадает с одной из максималь-
п гру

 

 R

 
подгруп

tN  
не  Cosoc(G). ,  

1 1 1... ...N N   

	R1 1 1
1
( ... ... )ti i

t
N N N       

t
i

1i
1 1 1( ... ... ti iN N N 


    

учаем следу

, что 
i

iM
1

= G. Лемма доказана. 
t

Аналогично из лемм 4 и 6 пол ющее утверждение. 
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Лемма 8. Пусть Cosoc(G) = 1 ... tN N  , где Ni – максимальная нормальная подгруппа 

 1 1 1... ...i i tN N N N       для всех i 

 

группы G и t > 1, Cosoc(G) ≠   {1, …, t} и G – группа с 
Gωd = G. Пусть M  –  G , содержащаяся в 

едлив щие ут
верждения: 

ля лю {1, …, t} группа Mi комонолитична с комонолитом

i наименьшая нормальная в подгруппа
в1N  1 1... ...i i tN N N    , но не содержащаяся в Ni. Тогда спра ы следую -

1) д бого i    i iM N , причем d
i iM M  ; 

2) 
1

i

t

i
M


 = G.  

Доказательство. Пусть G – групп с Gа 
 леммы. Рассмотрев доказательство леммы 7 и 

замен ) = G усл ично можно ть, что Mi – ко
я том

ωd = G, удовлетворяющая условиям леммы. До-
кажем выполнимость первого утверждения

ив условие Op(G овием Gωd = G, аналог  показа моно-
литическа группа с комоноли  i iM N . 

Покажем, что d
i iM M  . Предположим, что d

i iM M  . Тогда d
i iM M     Ni = 

Cosoc i. (Mi)N / d
i iN N GПоскольку /d d d

i i iM N N    ωd, тогда /d d d
i i iM M N     

/d d d d
i i iM N N G    . 

О ( ) .d d d d d
i i i iтсюда d

iM M M N       Ввиду того, что MN   i ⊈ Ni им  Mеем G = iNi. Вме-

сте с тем по условию Gωd = G. Значит, G = (MiNi)
ωd. По лемме 4 G = d d

i iM N  , а так как 
d d

i iM N  , то G = d d d
i i iM N N   . Отсюда GN  = Gi i

dM  N  = N . е. Значит,  = i i Противоречи
d

i iM M  . 

Применяя рассуждения, емые при  ут  2 леммы 7, по-
м второе утверждение леммы. Лемма дока
емма 9 f  внутренняя ω-локальная H-функция класс  F, 

использу  доказательстве верждения
лучае зана. 

Л . Пусть ‒ а Фиттинга 
 если для каждого p   имеет место Fp(A) f(p) , то AF. ( / Cosoc( )).A A     Тогда

Доказательство. Пусть   = {p1, …, pt}, 'p pi iA DG
 и 1 pp

ip  ip ip

D = Тогда поскольку 
D   D, то A/ D  / D/ D     для всех

... tD D . 
 A/D  'ipG   pi  . Следовательно , A/D  pi

pi 



 S  = . 

A = D

S

Покажем, что . Допустим A   D. Тогда D  M дл  н й максимальной нор-
мальной подгруппы M группы A. Так как , то  


 M

я екоторо
 Cosoc(A) 

( / ) ( / Cosoc( ))A M A A     . 

Поэтому A/M  G . Следовательно, A/D / M/D   A/M   ' G G  = (1). Противоречие. 

Значит, A = D. Поскольку по условию ( ) ( )ip
iF A f p , то ipD    f(p)

ipN   F. Поэтому A = 

1pD … ipD    F. Лемма доказана.  
Доказательство теоремы. Докажем первое утвержден  теоремы. 

p p
ие

Если A M, то A = O (A)   (O (G)│GM)   lωfit(Op(G)│G  M). Пусть A  M. Пред-
положим, что A – комонолитическая ппа с комонолитом R. Поскольку группа A – разре-
шима, то A R – q-гру

 гру
/ ппа, для некоторого q   p}. Пусть F \{ 1 = lω itM и

а
f  f –  ω-

локал  
 

ʹ)  

минимальная
ьная H-функция класса Фиттинг F1. 
Пусть H1 = lωfit(Op(G) │ G  M) и h – минимальная ω-локальная H-функция класса

Фиттинга H1. Тогда ввиду леммы 2 
f(ω  = fit(Gωd │G  M),  f(q) = f qit(F (G)│G  M); 

G  p(G))│Gh(ωʹ) = fit((Op( ))ωd│ G   M), h(q) = fit(F q(O   M
о (Op(G)) = G

в пой. Значит, по л
е q

) для всех qω \ {p}. 
Так как G/Op(G) ‒ ωd-группа, то по лемме 3 имеет мест ωd ωd. Поэтому f(ωʹ) 

= h(ωʹ). Кроме того, фактор-группа G/Op(G) я ляется qʹ-груп емме 3 имеем 
Fq(G) = Fq(Op(G)), гд     \{p}. Поэтому f(q) = h(q).  
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Поскольку A   F1, то Fq(A)   f(q) для всех ( ) q A   . Заметим, что по лемме 3  

Fq(Op(A)) = Fq(A ельно, F p(A)) q(O h). Следоват (q) для , соглас-

но ле
Рассмотрим теперь случай, когда Cosoc(A) = 

 всех ( ( ))pq O A   . Значит

мме 9, A   H1. 

1 ...N N  t  (t > 1) и  

) Cosoc(A ≠ 1 1 1... ...i i tN N N N       для всех i   {1, …, t}. 

Пусть Mi еньшая нормаль ая в A подгруппа, содержащаяся в  – наим н

t

но не  = M1…Mt, где Mi – комонолитическая группа с 

комо

1 1 1... ...i iN N N N      , 

 содержащаяся в iN . Тогда по лемме 7 A

нолитом i i M N  . Поскольку  A   F1, то Mi   F1. Следовательно, по доказанному выше  

Mi   H1. Отсюда A  H1. 
Докажем второе утверждение теоремы
Если A M, то A = A

. 
ωd   (Gωd │G  M)   lωfit(Gωd │G  M). Пусть AM. Предполо-

жим, что A – комонолитическая групп R кольку гра с комонолитом . Пос уппа  – разрешима, 
то A/R – q- ппа, для нек рог

 A
гру ото о q    \{p}. Пусть F2 = 

2

lωfitM и f минимальная  
ω-лок   lω

d │ G M) – минималь-
ная ω а H2. Тогда ввиду леммы 2  

ωd │

 – 
и h . Пусть H2 = fit(Gωальная H-функция класса Фиттинга F   

-локальная H-функция ла са Фк с иттинг
f(ωʹ) = fit(G  G  M ; 

h( ʹ) = fit((Gωd
)

ω d│)ω Gωd  M
ω

A = Aωd (ωʹ) = h( d)ωd│G

). 
Так как G  = (G ) , то f(ωʹ) = h(ωʹ). 
Поскольку A = A

ωd ωd d

ωd и A   F , то  2

ωʹ) = fit((G f ω   M)  fitM  fit(G d │G M) H2. 
 

       	ω

Таким образом, A   H2.  
чай, когда Cosoc(A) = 1 ... tN NРассмотрим теперь слу    (t > 1) и  

Cosoc(A  1 1... ...i i tN N N N ) ≠ 1       

для в

t у

Следствие 1. Пусть M – разрешимый н й класс и A lfitM. Тогда  
Op(A

сех i   {1, …, t}. Пусть M  – наименьшi ая нормальная в A подгруппа, содержащаяся в 

1... ...i iN N N     , но не содержащаяся в N . Применяя теперь лемм  8, снова по-1 1N 
лучае

 i

м A  H2. Теорема доказана.  
Из теоремы непосредственно вытекает 

ормально наследственны    
)   lfit(O (G) p │G  M). 

Следствие 2. Пусть M – разрешимы следственный класс и A lpfitM. Тогда  й нормально на    
Apd   l fit(Gp

pd │G  M). 
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Установлены верхние оценки для модулей нулей многочленов Эрмита (аппроксимаций Эрмита – Паде 

I типа), системы экспонент  
0

pk
k

p
e


, где 0 1 p       – произвольные действительные числа. 

Доказанные утверждения дополняют и обобщают известные результаты Э. Саффа и Р. Варги, Г. Шталя, 

Ф. Вилонского о поведении нулей многочленов Эрмита для системы экспонент  
0

kpk

p
e


. 

Ключевые слова: система экспонент, многочлены Эрмита, аппроксимации Эрмита – Паде, нули 
аппроксимаций Паде. 
 
The upper estimates for modules of the zeros of Hermite polynomials (Hermite – Pade approximation of type I) of 

the exponential system  
0

pk
k

p
e


, where 0 1 p       are arbitrary real numbers were established. The 

proven the statements complement and generalize known results about the behavior of the zeros of Hermite poly-

nomials for exponential system  
0

kpk

p
e  by E. Saff and R. Varga, H. Stahl, F. Wielonsky. 

Keywords: exponential system, Hermite polynomials, Hermite – Pad'e approximation, zeros of Pad'e ap-
proximation. 

 
Введение. Различают два типа диагональных аппроксимаций Эрмита – Паде экспонен-

циальных функций [1]. Один из этих типов (German type – тип II) состоит из совместных ра-

циональных приближений , ( ; ) ( ) ( )j j j
kn kn kn knz e p z q z  , 1, 2, ,j k   набора экспонент  

1

kjz

j
e


, 

где многочлены имеют степень не выше  и определяются из условий ( ), ( )j
kn knp z q z  kn

1( ) ( ) ( )jz j kn n
kn knq z e p z O z    , ,              (1) 0z 

Впервые такие конструкции рациональных дробей появились в известной работе Эрмита [2], 
посвящённой доказательству трансцендентности числа . Линдеман [3] определил аналоги 

дробей Эрмита для системы экспонент 

e

 
1

j
kz

j
e


, где j  – различные алгебраические числа, и 

применил их, для доказательства трансцендентности числа  . А.И. Аптекаревым [4] была уста-

новлена равномерная сходимость рациональных функций ,
j
kn ( ; )jz ekn

   к функции  на компак-

тах в  для систем экспонент 
j ze

 
1

j
kz

j
e


 с произвольными различными и отличными от нуля ком-

плексными показателями j . При  этот результат хорошо известен и принадлежит Паде [5]. 1k 
Немного позже Эрмит [6] ввёл другой тип аппроксимаций (Latin type – тип I), с помо-

щью которых также можно доказать трансцендентность числа  [7]. Для системы экспонент e

 
0

kpz

p
e


 эти аппроксимации совпадают с набором из 1k   многочленов  

0
( )

k

p p
A z


 степени не 

выше , для которых 1n

 1

0

( )
k

pz kn n
p

p

A z e O z  



 ,   ,                (2) 0z 

где предполагается, что хотя бы один многочлен ( )pA z  тождественно не равен нулю. 

В одномерном случае общая постановка задачи о нахождении многочленов, удовлетво-
ряющих равенствам (1), (2), принадлежит Паде [5]. В многомерном случае, когда , на-
чало интенсивного и систематического изучения аппроксимаций Эрмита – Паде I и II типов 

2k 
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для произвольных систем аналитических функций связано с появлением работ К. Малера [1], 
[7], [8]. Оба типа аппроксимаций, явно различные в многомерном случае, традиционно име-
ют множество приложений в теории приближений аналитических функций [9]–[12] и в тео-
рии диофантовых приближений, в частности для измерения иррациональности [13], в дока-
зательствах трансцендентности [8], в исследованиях алгебраической природы математиче-
ских констант [14] (о других приложениях см. обзоры [15], [16], [18]. 

При  приходим к классическим аппроксимациям Паде экспоненты. В этом случае 
многочлены Паде 

1k 
1

0 1( ) ( )nA z p   z 1 1( ) ( )nA z q z,   находятся из условий 

 1
1 1( ) ( )z n

n nq z e p z O z 
   2 1 ,                    (3) 

с точностью до однородной константы. Однородная константа задаётся условиями норми-
ровки, которые однозначно определяют эти многочлены. 

Поведение нулей многочленов Тейлора функций, связанных с экспоненциальной функ-
цией, исследовал Г. Сеге [19]. Э. Сафф и Р. Варга [20] изучили расположение нулей аппрок-
симаций Паде экспоненты и нашли границы кольца, в котором находятся нули её многочле-
нов Паде. В частности, в диагональном случае ими доказано следующее утверждение, из-
вестное как «теорема о кольце». 

Теорема 1 (Э. Сафф, Р. Варга [20]). Для любых  все нули аппроксимаций Паде 2n 
1

1n np q 1  функции  лежат в кольце ze     : 2 1 2 1 3K z n z 

1

n    , где  – 

единственный положительный корень уравнения 

0, 278465 
1tte   . 

В силу хорошо известного тождества 1
1 1( ) ( )n nq z p z   , предыдущее утверждение спра-

ведливо и для нулей . 1( )nq z

Ф. Вилонский [21] получил оценку сверху для модулей нулей многочленов  
0

( )
k

p p
A z


, 

которые определяются равенствами (0.2). Г. Шталь [22] исследовал расположение нулей 
преобразованных с помощью масштабирования независимой переменной квадратичных диа-
гональных аппроксимаций Эрмита–Паде I и II типов системы экспонент  2 z1, ,ze e  и пока-

зал, что указанные нули лежат на специальных дугах комплексной плоскости. 
В данной статье рассматриваются диагональные аппроксимации Эрмита – Паде I типа 

для системы экспонент  
0

p
kz

p
e


 с произвольными различными действительными показате-

лями . Нас интересует поведение нулей многочленов Эрмита 0 1 k       
0

( )
kp

n p
A z


, 

имеющих степень не выше  и удовлетворяющих условиям 1n

 1

0

( ) p

k
zp

n
p

A z e O z  



 kn n 0z , ,                    (4) 

Сформулируем основной результат. 
Теорема 2. Пусть  – произвольные действительные числа. Тогда при 

,  нули многочлена 
0 1 k     

( )p
n2n  1k  A z 0, p k  , лежат в круге  : p

nz z R , где 

     1 1
2 1 3 1 1

p k pp
n p p jj j

R n


  
          p j p .             (5) 

В случаях, когда  или , соответственно первая и вторая суммы в скобках 
равны нулю. 

0p  p k

При , , и p p  0, 1, ,p   k 1k   из теоремы 1 следует, что все нули многочленов 

Паде ,  лежат в круге 1n ( )q z 1
1np  ( )z   : 2 1 3z z n  , что согласуется с теоремой Э. Саффа 

и Р. Варги. Если , , и , то из (5) в качестве следствия вытекает тео-

рема 2.2 из работы [21] Ф. Вилонского: все нули многочлена 
p p  0, 1,p  , k 2k 

( )pA z , лежат в круге 

 :z z  pR , где  
1 1

p k

j j
2 1 3 1 1

p

pR n j j    


 
  . 
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Прежде чем перейти к доказательству теоремы 2, заметим, что многочлены  
0

( )
kp

n p
A z


, 

удовлетворяющие равенствам (0.4), могут быть получены решением линейной системы 
 однородных уравнений с 1kn n  kn n  неизвестными коэффициентами. Поэтому нетриви-

альное решение всегда существует. Более того, такие нетривиальные решения могут быть 
выписаны в явном виде. Действительно, пусть  – граница круга с центром в точке pC p  

столь малого радиуса, что все остальные j  лежат во внешности этого круга. Используя тео-

рему Коши о вычетах, легко показать, что искомые многочлены можно представить в виде: 

 
( )

2 ( )

p

p

z z
p

n n
C

e e d
A z

i

  


   ,   0 p k 



D

,                          (6) 

где .    0 1( ) ... k        
1. Доказательство теоремы 2. В линейном пространстве , состоящем из всех много-

членов, определим линейные операторы 
P

T I    , где   – произвольное действительное 

число, I  – единичный оператор, а 
d

D
dz

  – оператор дифференцирования. 

Лемма 1. Любые два оператора 
1

T , 
2

T  коммутативны, т. е. 
1 2 2 1

.T T T T       

Доказательство. Утверждение леммы  вытекает из легко проверяемого равенства 

 
1 2 1 2 1 2( )T T S S S S            S, P . 

Лемма 1 доказана. 
Лемма 2. Для произвольного   и  SP  справедливы тождества 

   ( ) ( )p z z pD e S z e T S z 
   ,   1, 2,p    .             (1.1) 

Доказательство. Так как    ( ) ( ) ( )z zD e S z e S z S z       , то при  тождество (1.1) 

доказано. Далее применим метод индукции. Предположим, что  и (1.1) справедливо 
при . Тогда, используя утверждение леммы 1, получаем: 

1p 

2p 
1p 

   1( ) ( )p z p zD e S z D D e S z         

      1 1( ) ( ) ( ) ( )
pz z p z pD e I D S z e T S z S z e T S z
   

 
            . 

Лемма 2 доказана. 
Найдём явный вид обратного оператора к mT , в случае, когда  и 0, 1, 2,m   0  . 

Для этого на  определим линейные операторы: P

,
0

:
j

m
m j

j

m D S
A S

j







 
      

 ,   0, 1, 2,  .                      (1.2) m

Если , то правая часть в (1.2) состоит из конечного числа слагаемых. Это следует 
из того, что при  

SP
degj  S j -ый член ряда в (1.2) равен нулю. 

Лемма 3. При  и  обратный оператор для оператора  существу-

ет и если обозначить его через , то 

0  0, 1, 2,m  
mT 



mT

 
0

1
: 1

1

j
jm m

j
j

m j D S
T S

m


 




  
       

 .              (1.3) 

Доказательство. При  утверждение леммы справедливо, так как в этом случае из оп-
ределения биномиальных коэффициентов (см. [23], стр. 772) следует, что . Пусть . 

Используя рекуррентную формулу для биномиальных коэффициентов и лемму 1, получаем: 

0m 
mT 

  I 1m 

 , ,m m

D
A I D S A I S 

          
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1
1

1
0 0

j j
m

j j
j j

m mD S D S

j j

 
 


 

      
            

   

1

1 1

j
m

j
j

m m D S
S

j j


 



       
                

  

1
, 1

0

1 j
m

mj
j

m D S
A S

j


 

 


  
     

 . 

Таким образом, ,mA T A , 1m     . Поэтому справедливы равенства 

   1 1
, , , 1 ,0( )m m m
m m mA T S A T T S A T S A S S 

                 . 

Отсюда следует, что оператор ,mA  является левым обратным к mT . Поскольку, согласно 

лемме 1, эти операторы коммутативны, то ,mA  является и правым обратным к оператору mT . 

Для биномиальных коэффициентов справедливо равенство 

   
1 1

1 1
1

j jm m j m

j j m

        
             

j
. 

Поэтому из равенства (1.2) следует, что оператор mT 
  можно представить в виде (1.3). 

Лемма 3 доказана. 
Лемма 4. При  многочлены Паде 2n  1nq  , 1np   можно нормировать так, что 

1
1 1 1( ) ( ) ( )n n

n nq z p z T z 
      

   
 

1
1

0

1 1 !
1

1 1 !

n
j n j

j

n j n
z

n n j


 



   
      
 ,              (1.4) 

Доказательство. Дифференцируя равенство (3)  раз, с учётом леммы 2, получим: n

  1
1 1( ) (2 1)(2 2)z n n

n ne T q z c n n nz 
       . 

Отсюда, так как , 1ze z   
  1

1 1( ) (2 1)(2 2)n n
n nT q z c n n nz 
        ,              (1.5) 

Слева в (1.5) стоит многочлен степени не выше 1n . Поэтому 

  1
1 1( ) (2 1)(2 2)n n

n nT q z c n n nz 
      . 

Выбирая условия нормировки многочлена  так, чтобы 

, и учитывая линейность оператора , получим, что 

. Теперь для завершения доказательства достаточно воспользоваться лем-

мой 3. Лемма 4 доказана. 

1( )nq z

T  1
(2 1)(2 2)nc n n n

    

  1
1 1( )n n

nT q z z 
 

1
n

Перейдём непосредственно к доказательству теоремы 2. Сначала найдём новое пред-
ставление для многочлена ( )p

nA z . Для этого разделим равенство (4) на  и затем продиф-

ференцируем  раз. С учётом леммы 2, получим: 

0 ze

n

     0 1 0

0 1 0

( ) ( ) 1 1( ) ( )k

k

z zn k n kn
n ne T A z e T A z O z    

      . 

Разделим предыдущее равенство на  и затем продифференцируем  раз. В ре-
зультате приходим к равенству 

1 0( ) ze   n

    1 2 1

1 0 2 1 2 0

( ) ( ) 2 (( ) ( )k

k k

z zn n k n n k n
n ne T T A z e T T A z O z     

          1) 1 . 

Повторяя указанную последовательность действий ещё 2p   раз, получим, что 

 1

1 1 0

( ) ( )k p

k p k k

z n n n k
ne T T T A z



 
         

   1

1 1 0

( ) ( 1) 1( )p p

p p p p

z n n n p k p
ne T T T A z O z



    
       n . 
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Разделим теперь предыдущее равенство на  и продифференцируем  раз. По-
вторив эту процедуру ещё  раз, придём к окончательному соотношению: 

1( k p ze   ) n
1k p 

 
1 1 1 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

p p k p p p p p

n n n n n p
nT T T T T A z O

 


              nz . 

Так как в левой части предыдущего равенства  стоит многочлен степени не выше 1n , то 

 
1 1 1 0

1
( ) ( ) ( )

p p k p p p p p

n n n n n p
n pT T T T T A z c

 

nz 
              . Отсюда, с учётом леммы 3, следует, что 

0 1 1 1

1
( ) ( )( )

p p p p k p p p

p n n n n n
n pA z c T T T T T z

 

    
              n

j

,             (1.6) 

Далее воспользуемся следующей теоремой Уолша (см. [24], гл. 4, § 18, теорема 18.1). 

Теорема 3 (Уолш). Пусть 
0 0 1

( ) , ( ) ( ),
nn n

j j
j j n

j j j

f z a z g z b z b z 
  

       и 

( )

0

( ) ( )! ( ).
n

j
n j

j

h z n j b f z


   

Тогда, если нули ( )f z  лежат в круге , то все нули  являются точками множе-

ства , которое состоит из  кругов 

U ( )h z

G n jU , 1, 2, ,j n  , где круг jU  получен параллельным 

переносом  в направлении вектора U j  на величину, равную длине вектора j . 

Пусть  – произвольный многочлен степени не выше 1nS  1n . Принимая во внимание 

равенство (1.3), нетрудно заметить, что функции 

 1 1( ) ( ), ( ) ( ) , 0n
n nf z S z h z T S z
      , 

  11 1
1

1
0 0

11
( )

1( 1 )!

j n jn n
n j n

n j j
j j

n j z
g z b z

nn j

  
  

 
 

   
      
 


 

удовлетворяют условиям теоремы Уолша. Кроме того, если сравнить предыдущее равенство 

для многочлена  и равенство (1.4), то легко обнаружить, что ( )g z
2 1

1( ) ( )
( 1)!

n

ng z q z
n

 




  . 

Из теоремы 1 следует, что нули 1( )nq z   по модулю меньше  2 1 3n   . Согласно 

теореме Уолша, нули  по модулю меньше  1( ) ( )n
nh z T S z
    2 1 3n   , где   – ради-

ус круга с центром в нуле, который содержит все нули . 1( )nS z

Применим предыдущее утверждение для 1
1( ) n

nS z z 
   и . Тогда 

нули  по модулю меньше 


1

1
( )( )

p p

n nh z T z



    

( )h z  
1

1
2 1 3

p p

n



 

. 

Далее, полагая  
1

1
1 ( )( )

p p

n n
nS z T z



 
     , а  

2( ) 1( ) ( )
p p

n
nh z T S z




     , ещё раз применим 

предыдущее утверждение. Тогда нули  по модулю меньше ( )h z

2 1

1 1
2( 1/ 3) .

p p p p

n
    

 
  

   
 

Далее, опираясь на равенство (1.6) и продолжая аналогичные рассуждения, после ко-
нечного числа шагов получим, что нули полинома p

nA  по модулю меньше 

1 1
2( 1/ 3) 1/( ) 1/( ) .

p k p

p p j p j pj j
n



  
          

Теорема 2 доказана. 
2. Иллюстрирующий пример. Согласно теореме 2 нули многочленов Эрмита p

nA  ле-

жат в круге с центром в нуле, радиус которого p
nR  зависит как от степени многочлена, так и 

от взаимного расположения показателей 0 1 k    системы экспонент. В связи с этим 

представляет интерес вопрос о точности полученной в теореме 2 верхней оценки для моду-
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лей нулей p
nA  в случае, когда число  – фиксировано, а расстояние между соседними члена-

ми последовательности 

n

 
0

k

p p
  является сколь угодно малой величиной. 

p
nAПредставление многочленов  с помощью интегралов в виде (6) позволяет при 

 найти точные значения всех нулей 2, 3, 4n  p
nA . Ограничимся случаями, когда . 3n 

Две бесконечно большие при  неотрицательные функции a ( )  ,  имеют оди-

наковый порядок (

( ) 
( ) ( )    ), если lim ( ) ( )a A     , где 0 A   . 

Рассмотрим систему экспонент  3

0

p z

p
e


, где 0 0  , 1 1    , , , а 

. Пусть  – нули многочлена 

2 1  3 1   

0   1 ( )p
jz  p

nA ,   ( ) ,: maxr z ( ) : 1p p
n j 2, ,j 1n      p

nR, а ( )  

– радиус соответствующего круга, который определяется равенством (0.5). С помощью эле-

ментарных вычислений при  получаем, что 0 3 3( )p pr R 1
( ) ,


  1, для , 2, 3p 

  0 0 2
3 390 ( ) (16 3) 1 2 1r R      ( )



 . 

При  1 3 3

1
( ) ( ) ,

1
p p   для 0, 1p  ,  2 2

3 313 ( ) ( ) (16 3) 1 2r R       , r R 


    3 3
3 3582 4 ) ( ) (16 3) 1 1 3 2r R     (   . 

Данный пример показывает, что для рассматриваемой в нём систем экспонент при 
, полученные в теореме 2 неравенства для модулей нулей, соответствующих многочле-

нов Эрмита, являются точными в смысле порядка при 
3n 

0  ( 1 ). 
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Класс  -замкнутых инъекторов конечных групп 
 

В.И. ГОЙКО 
 

Дёрк и Хоукс доказали, что в произвольной конечной группе для произвольного класса Фиттинга 
инъекторов не существует. В связи с этим обстоятельством появились работы, в которых доказано 
существование инъекторов в частично разрешимых группах и в произвольных конечных группах 
для некоторых специальных классов групп. Так, например, Блессеногль и Лауе доказали существо-
вание (и сопряженность) квазинильпотентных инъекторов в произвольной конечной группе. В дан-
ной работе доказано существование инъекторов в конечных группах с π-разрешимым  
X-корадикалом для класса всех конечных -замкнутых групп X (здесь )(X ) и исследованы ос-

новные свойства X-инъекторов. 
Ключевые слова: группа, подгруппа, класс Фиттинга, формация, инъектор, главный фактор, си-
ловская подгруппа. 
 
Doerk and Hawkes proved that in arbitrary finite groups for arbitrary class of Fitting the injectors don’t ex-
ist. Due to this fact there were works which proved the existence of injectors in partially solvable groups and 
arbitrary finite groups for some special classes of groups. For example, Blessenogl and Laue proved the 
existence (and contingency) of quasinilpotent injectors in an arbitrary finite group. In the present paper the 
existence of the injectors in the finite groups with π-solvable X-coradical for the class of all finite -closed X 
groups (here ) are proved and the basic properties of the X-injectors are investigated. )(X
Keywords: group, subgroup, class of Fitting, formation, injector, main factor, Sylov’s subgroup. 

 
Класс инъекторов в конечных разрешимых группах был введен в [1]. В [2] доказано, 

что для произвольного класса Фиттинга в произвольной конечной группе инъекторов не су-
ществует. В связи с этим появился большой интерес к задаче поиска инъекторов в частично 
разрешимых группах и  -разрешимых группах [3], [4], а также в произвольных конечных 
группах для специальных классов групп (классов Фиттинга). В [5] установлено существова-
ние и сопряжённость квазинильпотентных инъекторов в произвольных конечных группах. 
Другие интересные результаты в этом направлении [6]–[11]. 

Группа G называется  -замкнутой, если G имеет нормальную -подгруппу ( -

подгруппа – это 
S S

 -холловская подгруппа, другое обозначение ). Остальные необходимые 

определения [2], [12], [13]. 
G

Лемма 1 [12]. Класс всех  -замкнутых групп – локальная формация. 
Лемма 2. Класс всех  -замкнутых групп является -замкнутым классом Фиттинга. S
Доказательство тривиально осуществляется проверкой условий в определении класса Фиттинга. 
В силу лемм 1 и 2 класс всех  -замкнутых групп – радикальная формация. 
Теорема 1. Пусть X – класс всех  -замкнутых групп, )(X  . Тогда в конечной 

группе с π-разрешимым X-корадикалом существует X-инъектор. 
Доказательство. Для случая, когда XG , утверждение теоремы выполняется очевид-

ным образом. Пусть XG . Возьмем в группе G произвольную (собственную) максималь-
ную нормальную подгруппу N. Если 1N , то G – простая группа. В этом случае либо 

, либо . Если , то получаем противоречивое включение: . Пусть 

. Из последнего равенства вытекает, что . Т. к. (в силу допущения) G – про-
стая группа, то ясно, что G является 

1XG

GG X

GG X 1XG XG
SG

  -группой. В этом случае <1> является X-инъектором 

группы G. Пусть . Т. к. G , то . В силу  

получим, что . Отсюда следует, что , . В силу индукции в 
группе N существует X-инъектор D. Пусть R – такая  X-максимальная подгруппа в G, что 
выполняется включение: . Очевидно, что . Так как 

1

XX G/

D

N

NN 
X NXG /

R

X
XG

NR

XX GG /
XN 

D 

XX GNGGN /
S

X

X N /
X N

RN R , то 
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XNR

NR

. Ясно, что , т. е. пересечение подгруппы R с произвольной максималь-
ной нормальной подгруппой группы G является X-инъектором в этой нормальной подгруп-
пе. Пусть S – произвольная субнормальная подгруппа в G. S входит в некоторую максималь-
ную нормальную подгруппу группы G. Без ограничения общности считаем, что . Так 
как  − X-инъектор в 

NRD 

NS 
)(X   N и , то NS  XSNR 

SRSN 
 и  является  

X-максимальной подгруппой в S. В силу равенства 
SNR 

R   справедливо, что  
− X-максимальная подгруппа в S. Значит, R ‒ X-инъектор в G. Теорема 1 доказана. 

SR

Теорема 2. Пусть G − группа с π-разрешимым X-корадикалом, )(X  , X − класс 
всех  -замкнутых групп. Справедливы утверждения: 

G1) если W – X-максимальная подгруппа в коммутанте ,  и  являются  

X-максимальными подгруппами в G  такими, что W , то  и  сопряжены в G ; 
1V V2

2V 1V V
G

G

1V 2

2) любые два X-инъектора группы  сопряжены в ; G
3) подгруппа H группы G является X-инъектором группы  тогда и только тогда, когда 

Н есть X-максимальная подгруппа в G и GH   есть X-инъектор в группе G ; 
4) если ,GN  ,GLN  X LL ,  есть X-инъектор в группе , то N N L  − X-инъектор 

в группе G . 
Доказательство. Будем доказывать все четыре утверждения одновременно. Пусть 

группа G – контрпример минимального порядка, для которого хотя бы одно утверждение не 
выполняется. Так как для  все четыре утверждения справедливы, то считаем, что 1G 1G . 
Поскольку при условии  также все четыре утверждения выполняются, то полагаем, что 

. Отметим, что при  получаем противоречивое включение . В связи с этим 
считаем в дальнейшем, что . Предположим, что G – простая группа. В этом случае ли-

бо , либо . Если , то приходим к противоречивому включению 

XG
1G

1G

G G

XG

1XG

XG

GX 1X XG . 

Значит,  . В этом случае G является GXG  -разрешимой группой. Т. к., кроме того, G – 
простая группа, то G есть   121 V 1V1W-группа. Значит, , ,  и H 1L . Утверждения 
1, 2, 3, 4 выполняются очевидным образом. 

GG Пусть G – не простая группа. Рассмотрим два случая:  и  .GG

X


GG  . Ясно, что утверждения 1 и 3 выполняются очевидным образом. Докажем утвер-

ждение 2. Предположим, что . Так как , то в силу определения класса X по-

лучим, что в фактор-группе  существует нормальная 

G
X

GX

GG /

X GG /

 -холловская подгруппа . 

Допустим, что  и . В этом случае  есть 

XGH /
X XGH /GH  XGG / )XG//()/( X HGG   -группа. 

Следовательно, . С другой стороны, так как  и X − формация, то 

. Противоречие. Допустим, что выполняется равенство: и 

. Тогда  является 

XXX )//() GH/( GG

XX )
XGG /

XXGG /
X /()/( HGG

GG X

XGH 

 
/ G

-группой. Но это противоречит тому, что . Пусть 

теперь , . Отсюда следует, что  является 

XX GG /
XG XGG /  GG H  GH  -группой. Так как  (по 

допущению) и , то есть SXG  XG   -группа. Ясно, что  есть XG   -холловская подгруппа. 
Т. к. , то в силу теоремы 18.3 из [14, ч.1]  дополняема в G, т. е. в G суще-
ствует подгруппа R, которая является 

|) XG/G| 1|,(| XG XG
 -холловской подгруппой в G. Пусть  −  

-нормализатор группы G. Так как  − 

D

X XG   -группа, то 1 . В силу следствия 21.1.1 из 

[12] получаем, что . Кроме того, ясно, что

XGD
R , GxGX  D x DG . Так как D и R имеют оди-

наково  свойств  покрытия-изолирования G-главных факторов, тое о  Rx  , т. е.  −  D xD

 -холловская подгруппа в G. Возьмем теперь -инъектор V в группе G. Т.к. , то V , 
. Без ограничения общности считаем, что . Поскольку V – -максимальная под-

группа в G, то , т. е V – -нормализатор в группе G. Утверждение 2 теоремы 2 теперь вы-
текает из теоремы 21.4 из [12]. Докажем утверждение 4 в этом случае. Возьмём X -нормализатор 

X
V 

XV yD
Gy D X

DV  X

X группы . Учитывая свойство покрытия-изолирования -главных факторов подгруппой G G
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X (следствие 21.1.1 из [12]), получим равенства: . Отсюда следует, что GXGGX  XX ,1 X  

есть  -холловская подгруппа в . Значит, . Т. к. G GaX a , XL  L -максимальная подгруп-

па в , то . В силу теоремы 21.4 из [12] G GaXL a  , L  есть -нормализатор . Возьмём  

X-инъектор V группы . Ясно, что . Т. к. V – X-максимальная подгруппа группы 

G, то . Отсюда следует, что . Следовательно (с применением пунк-
та 2 теоремы 2), 

X

G
1,  xy

G

G
x

x

Gy

LV x ,

,V yLV L
L  есть X-инъектор группы . Утверждение 4 в этом случае справедливо. В 

случае выполнения равенства  утверждение очевидно. 

G
GG X

GG  . Докажем утверждение 1. Напомним, что XG
G

. Допустим, что . В силу 
определения подгруппы W получим, что 

XG
W  iVG и , 2,1i

iVF 

iV

F

. Следовательно, , 

. Возьмем X-инъектор F в группе G. Ясно, что  − X-инъектор в , . Так 

как , то , V . Учитывая тот факт, что  − X-максимальные подгруппы в 

G, из последнего включения следует, что V

V i 
2,

G

iV 1i i

X ii VVF  F

2,

iV

1



i 
i

, 2,1i . Теперь очевидно, что . Рас-

смотрим теперь случай, когда 
2V1V 

XG GVW i  . Поскольку ,  и W – X-

максимальная подгруппа в группе 

XGi V

GVi  , , то справедливо равенство: 2,1i

Vi GW  

GW  WF 
GFW

            (1) 

Рассмотрим следующие возможные случаи. 
1. . Покажем, что подгруппы V  являются X-инъекторами группы G, . В са-

мом деле, пусть F – X-инъектор в группе G. Так как , то  есть -инъектор в группе 
,  . Отсюда следует, что 

G

WWF 

W i i 2,1

X
XW   . В силу того, что является  

X-максимальной подгруппой группы 
W

G GFW, получим равенство:   . Следовательно, W  – 
X-инъектор в группе G . Теперь с учетом (1) получим следующие равенства: 

                 (2) GVGVGFW   21

1V

 
Рассмотрим возможные подслучаи. 
1.1. . Покажем сначала, что  есть X-инъектор в группе  GGV 1 V G1 . Т. к. 

, то справедливо, что GV1GF   GV 1  − X-инъектор в группе . Поскольку 

 и 

G
G1 GV VG )V1( G)( 1 )( 11  GVG 

)
, то V  − X-инъектор в группе . В силу ра-

венства 

)G( 1V 
( 1)( 1 11  GVG  GVVV   получаем, что )( 11 GVV 

SX )( 1 GV

GV

 есть X-инъектор в группе 

. Кроме того,  − X-максимальная подгруппа в группе  . Из соотношений 

 следует, что . По индукции (с применени-

ем пункта 3 теоремы 2) V  есть X-инъектор в группе 

)G

 V/

( 1V

GV1

1V
XX  GGVG )( 1

G1V

XX G G

1

/1

1

1V
. Далее, т. к.  есть  

X-инъектор в группе , то по индукции подгруппы  и  сопряжены: 

, 

FGV1

FGV1

F GVa

 G V1

GV 1V a
1  1

то .F  Зн

. Отсюда следует, что V  Т.к. V  X-максимальная подгруппа 

в группе G ,  1V a  чит, aV1  − -инъектор в группе .G  Пу ь 

Fa 1 . a
1  −

ста  X M − п извольная (соб-

ственная) максимальная нормальная подгруппа в группе G . Тогд MV a 1  − ктор в 

группе 

ро

а  X-инъе

M . Следовательно, MV 1  − X тор в группе -инъек M . Отсюд следует, что 1V  −  

X-ин -

ложим, что GGV 2 .  группе G  возьмём такую максима ную нормальную под уппу 

а 

груъектор в группе G . 

В

Покажем теперь, что подгруппа  2V  X-инъектор

ль

 ппы .G
гр

 Предпо

H , 

чтобы выпол ключение: HG нялось в V1 . Если XH , то XGV1 . С учётом того, что 1V  

X-максимальная подгруппа в гру

 −

ппе GV  , полу 1VG чим равенство: 1V1  . Отсюда следует, 

что 1VG  . Значит, 1 WGVG  2V  Отсюда следует, что V V G. 2 2 . Т. к. (по допуще-

нию G , то G ечие. Значит, X) V G2 X 2V . Противор H . Легко етить, что 1V  есть  

X-инъ ппе

 зам

ем, что подгруппа HV 2 ется X-инъектором в ектор в гру  H . Покаж  явля H . В са-

мом деле, используя авенства HHGHV р GV  22 )(  , GVGHV W  22 (т. е. 
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GHV 2  − X-инъектор в группе G ), включение XHV 2  

 X-инъект

и индуктивные рассуждения, 

(в силу пункта 4 теоремы , что HV 2  − ор в группе заключаем  2) H . (Заметим, что 
SX H ). По индукции (с применением пу  теоремы 2): HbVHV b 2  . Отсюда 

 bVV 21 . Ясно, что bVV 21  . Значит, bV2  − X-инъекто ко пока-

зать, что 2V  − ектор в групп

Полагаем теперь, что GGV 2  этом

нкта 2

случае, 

,1

пе G

ые 

следует, что

подгр

р в груп . Лег

аналогичн рассуж

 X-инъ е 

абз

G . 

. В

а

  дения для если провести

G
уппы 2V , как в предыд це для 1V , то получим, что 2V  − X-инъектор в группе G . 

Так ка  GGV 1 , то GVV 12   − X-инъектор в группе V
ущем 

к . (Заметим, что из соо нот ше-1

  X G X GVGVG / 111  следует включениеXX Gний  G/V    SX G ). В силу индуктив-

ных рассу  2 теоремы 2) получи GV 12   сопряжены 

в группе GV 1 , т. е. GVVV x  121  , GVx

V1

м, ждений (с  пункта что 1V  и Vприменением

 1 . Отсюда следует, что VV  т, с учетом 

того, что X-макс р руппе G, получим равенс xV21  , Gx . 
1.2. ссмотрим теперь случай, когда для всех 2,1

x
21 и

тво: V

. Знач

1V  
Ра

− имал  ьная подг уппа в г
i  справедливо равенство 

GGVi  ,      (3) 

Возьмем простое )( 1Vp  . Поскольку VG  Gp 1 , то GGV p 1  (через pV1  обозначи-

ли силовскую p-подгруппу ы 1V ). 
Допустим, что имеет место стр гое

 групп
о  включение 

GGV p 1 ,       (4) 

сначала, что  не Пред

ет, чт

ыпо

положим 

нялось в

 V p1 −

 G 

W  

во

нормальная подгруппа в группе G. Отсюда следу-

о GWVN pG )( 1 . В группе зьмём такую максимальную нормальную подгруппу H, 

чтобы в ючение: HGV p л кл 1 (очевидно, что XH ). Рассмотрим следующие ра-

венства: GVGGVHGHV VH H W  222 )( о индукции (с использовани-

ем пункт ъектор группы H. Далее, т. к. 
HGV p 1 , то GVVGVHV pp


чим

2,

, чт

. П

есть X-ина 4 ы 2) полу о V H2  теорем
 1212   X-инъектор в группе GV p 1 . Аналогично 

можн GV p

 есть

Vрассуждая, о показать, что ппа подгру 11   − X-инъектор в гру Gp 1 . Приме-

няя формулу (1) и тождество Дедекинда, полу авенство: GVVVWV ppp

ппе V

VGчим р   11111 (  . 

Значит, WV p1  − X-инъектор в группе GV p

)

1 . (Заметим, что   SX G По инду

инъекторов

V p1  

примене пункта 2 теоремы 2) по  сопряженность X- в группе GV p

). 

 

кции (с

нием лучим 1 : 

WVGVV pp
a

112  , GVa p  1 . Отсюда следует включение: a
p VV 21  . Та  

 т . З ачит, ( 11 WVNV pG . Применяя тождество по-

соот GVVWV p
a

p  121  , )( 12 WVNV pG
a  . Далее, 

т. к. W есть X-инъектор в группе 

к как

, GV p 1 , о

едующие 

VWV p  11 

лучим сл

 V 1

G

1 VWp 

ношения p

н

 и 

)

V)

G

 Дедекинда

GV a
2( 

WV p

: 1

NG  , то подгру))1(( ппа ))1 WV p  

есть X-инъектор в группе )((

((NGW W 

)1  Значит, W

с

 − 

т

. WVNG p X-максимальна  

))(( 1 WVN pG . По индукции ем пункта 2 еоремы 2) подгруппы 1V  и aV2  сопряжены 

)1 WV p . Отсюда следует, что 1V  и 2V  сопряжены в группе G. 

Пол ерь, что GWV p 1 В илу индукции X-инъек

я  группеподгру

торы 

ппа в

 (с приме инен

в группе NG

ага

(

ем теп . GV p12   V и 

WVGVVG ppp 1111 )(   ен   группе GV pVV1   сопряж ы в 1 . Значит, в с ч о 

дают: WVGVV pp 112

илу того, т

GWV p 1 , эти инъекторы совпа  юда следует, что 1 VV p   и, 
ьно, справедливо включение: 

. Отс

, 

2

следовател

pp V2       (5) V1
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Символ обозначает силовскую p-подгруп

уст

пу группы 2V .  pV2  

Если доп ить, что для всех простых )( 1Vp   справед воли  включение (4), то отсюда 
следует включение (5) для всех простых p )( 1V . Зн

G, пол
ачит, 21 VV  . В силу того, что 2V  явля-

ется X-максимальной подгруппой в груп учим рав 21 VVпе енство  . Пусть существует 

такое простое )( 1Vp  , что выполняется равенство G . Так как 

GGGGG p  1 // то GG

GV p1

VV pp 11 /V  , /

V

 есть р-гру а. Использ  (3), пол чим 

GVW

пп ууя равенство

следующие соотношения: V    GGGGV11 /1 /  //1 . Очевидно, что WV /1 есть  
р-группа. Следовательно, ь р-силовская по па в 

группе WG / . Опять равен 3), получим соотношения: 
GGGGVGWV 

W/

я 

WGp

использу

W/

VV 

V1

 


 , где Gp

ство

WW /

 

 ест

(

дгруп


W , Gy

 W 

 /// 22 . Отсю  следует, что WV /2  также ест -группа. Зна-

вательно, 1V , WGV p
x 2

1y . 

GG  легко показат ч  соп

/ 22 
чит, WGWV y

p //2  . С

В случае, когда

да

ь, то V

ь р

в гру

ледо , x

V ппе сть  ПуG.  и ряжены p

я подгруп
1

м 
2

чаWGp

ние: 

 − не нормальна па в группе G. В это слу е справедливо строгое включе-

GWGN pG )( . Т. к. )()( WGNWG pGp  , то )()( WGNGWG pGp   . Пусть Т – 

X-инъ  G  льку 

 

ектор в группе )( WGp . ПоскоNG  )( WGNG pGW   , то WT   –  

X-инъектор в XW . WWTТеперь ясно, что   и того,  −  
X-максимальная ппа в группе 

T . В силу W что W
 подгру )(GNG G Wp , то WT  , 

W

т. е. W есть X-инъектор в 

группе )( WGNG pG . Далее, исполь  )())( WGNGN pGG зуя включение (Gp   и усло-

вие )(( WGN p , получим: ))(( WGN pG))( NWGpG  G )( WGNG pG  . Значит

)

, подгруппа 

W  нъектором в))( WGpG(N является X-и  группе ( )( W

2,V

 сл

Gp . По инд

1V  в

учае имеем строгое

NG

пп 

 этом

укции (применением 

 2) получаем сопряжённость подгр  группе )( WGN pG , т. е. 1V и 

2V сопряжены в G . 
2. W − не нормальная

W(

пункта 1 теоремы у

. В подгруппа в группе G  включение: 
G) . Заметим, что так как XNG W , а XG , то GW  . Кроме того, GWNG ))(( . 

лее, что коммутант (Покажем да ))( W

льзуем

NG  обл такой симальной под -

рая входит и в 1V , и в 2V . Ис  включения: GWNWW G  ))(( . Допустим, что 

GWNW G ))(( . оскол  W и ))((

адает  X-мак группой, кото

по

 П ьку WNG  входят в )) то (WNG G(WNG ,  . Т. к. (в силу 

)(WNGi  , то GWV формулы 1) V NG Gi  )  Следовательно . Поскольку 

)(WNW G , то )  олучим, что W   в 

F . Отсюда следует, что RW

( .

 (WNG

W

, GVi 
R  есть

G

 X-инъектор для X-инъектора R группы п

группе W  R . Так как Vi, W GG  , то )(WNGV Gi  . 

Значит, Gi   есть X-инъектор в GiVR   группе V   для всех 2,1i ерь  
RW    и того факта, что W есть X-максимальная под а в группе G , получим: 

, либо GRW   . Если допустить, что GGR

. Теп
рупп

из включений
G
G

G
либо GR 




г
 , то получим ротиворе-

чивое : XG . О ё я положить, что WGR
 п

 включение ста тс  Да е видно, что подгруппы 

21,VV  сопряжены в е G. 

усть GWNW G 

. ле

 групп

П ))(( . Допустим, что X))  включения((NW G W . Из  ))((  WNWW G  
и того факт па W – X -макс уппе Gа, что подгруп имальная в гр  , полу  

))((  WNWW G . Отсюда следует, что WWNG 
чаем равенство

))(( . В силу включения iVW   теперь по-

iG VW ))(  Следовате )(WG , 2,1лучим, что N( . льно, NVi  i . Если X ) , то 

)(WNV Gi  , а следует, что 1V
(WNG

2,1i . Отсюд 2V . Пусть X)(WG

идно, 
N . Так (W , 

 ть X-инъектор в группе перь оче  i VVR   
ого, что  есть X -максимальные подгруппы в группе G, то из п  включения 

как )NV Gi 
i , RVi  . В

следнего
2,1i , то 

силу т
iVR  ес

 iV
 iV . Те в что

о
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следует равенство: RVi   для всех 2,1i . Значит, 21 VV  . Теперь рассмотрим случай: 
X))(( WNW G . Воз -инъектор уппе )(ьмем X H в гр )( WG . 

тор  в гр
NW Так как W – нормальная под-

 ))(( WNW G , то WH   есть X-ин уппе XW . Отсюда следует, 
что WWH  , ледов о, из включений GWHW
группа в группе ъек

H . СW ательн NW G  ))( и того 
факт льная подгруппа в G

(  
а, что W – X-максима  , получи W – это  

X -инъектор в группе ))(( WNW G . Теперь ясно то ))((
м равенство H , т. е.  W 

, ч WNW G  есть X- ктор в группе 
))( WG . Значит, W  − X-максимальная  группе ))((

инъе
 в(N ))W((NG  подгруппа WNG . Кроме 

))(( WNG я всех 2,1того, W   ввходит  iV  дл i . (Заметим, что X))(( WNG  индук-

ции V ены в гру е )(WNG овательно, 1V  и  в группе G. 
Утверждение 1 доказано. 

Докажем утвержден

S ). По

2V1  и 2V  сопряж

е

п

 2 (

п

на

. С

помним, 

лед

чт

 сопряжены

и о G G ). Пусть ппы 1V подгру 2, V  –  
X-инъ гекторы в руппе G . Если допустить, что 1G силу определения клас лу-
чим противоречивое включение XG . Значит, 1

X по, то в са 
G

вных 

. Ясно, что GVi   − X-инъек ры в 

группе G , 2,1i . Следовательно  индукти рассуждений дливо равенство: 

GV x 21 , Gx

то

 (в силу ), справе

GV    . Так как GVGVW x   21  является X-максимальной подгруппой 

в группе G  и 1 , VW  xV2 , то ( емы 2) подгруппы xVV 21 ,  сопряжены в 

группе G .е. подгрупп 2V  сопряжены в группе G. Утверждение 2 доказано. 
Доказательство утверждения 3 (по-прежнему GG 

W

ы 1V  

в силу пункта 1 теор

, т и 
 ). Пусть Н – X-максимальная под-

групп  . Воза группы G и GH   − X-инъектор в группе G ьмем X-инъектор K группы G. То-
гда GK   есть X-инъектор в группе G . Получим пряжённость X-инъекторов группы Gсо   
(с применением пункта 2 теоремы 2) GKGKGH xx   )( , Gx  . Очевидно, что 

GKGHW x    является X-максим роме того, под-

: 

альной подгруппой в гру Кппе G . 
группы H  и xK  − X-максимальные подгруппы в группе G. В силу пунк  1 теоремы 2 полу-
чим сопряжённость подгрупп 

та
H  и xK  в группе G, т. е. H  и K  сопряжены в группе G.  

Доказательство обратног тверждения очевидно. вер дение 3 доказано. о у Ут ж
Доказательство утверждения 4. 
Покажем сначала, что подгруппа L  

 
является X-максимальной ппой  подгру группы G. 

Допустим противное, т.е. X HL , где GH  . Так как XG , то GH  . Далее, поскольку 
справедливы соотношения X NH   XNL  и NL подгруппа в груп-
пе N , то XNL -максим в гр N . Значит, NHNL   . Рас-
смотрим р используем тождество Дедекинда): 

)( NHLLNHGHH

-ма
 H 

(LL

ксимальная 

.L

а
ва (

льная подгруппа уппе
авенст

)N     
Получили противоречие. Значит, L  

м 
является X-максимальной уппой  подгр группы G. 

Допустим, что GGL  . Рассмотри равенства (применяя тождество Дедекинда): 
)LNGLGL  ( NGLL  Т. к. NLNGLL  .  и NNGL   , то NGL    есть 

. (Зам S укци

L

По и X-инъектор группы NGL  етим, что ( ) . )XGL инд L  есть есть  
X-инъектор группы LG . Значит, GL   есть X- пы Gинъектор груп  . Применя нкт 3 тео-
ремы 2, получим, что группа 

я пу
 под L  есть

uflö

 X

sba

-инъектор группы G . 
Пусть GGL  . В этом случае, применяя лемму 11.6 из [1

ного  
2],  максима

Hartley //

 определение

Gaschütz, B. 

ль-

 Math. – 

локальн треннего экрана формации  X , получим: L − X-инъектор группы G. Ут-
верждение 4 доказано. 

Теорема 2 доказана. 
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Исследование последовательностей параллелограммов n-арных групп 
 

Д.И. КИРИЛЮК 
 

Исследуются 2k-угольники, образованные последовательностями параллелограммов n-арных 
групп. Установлена связь между различными параллелограммами n-арных групп на основе 
свойств векторных равенств. 
Ключевые слова: n-арная группа, параллелограмм G, вектор G, полуабелевость 
 
The 2k-gons formed by the sequences of parallelograms of n-ary groups are investigated. The connection 
between different parallelograms n-ary groups based on the properties of vector equations were obtained. 
Keywords: n–ary group, parallelogram G, vector G, semiabelian. 

 
Введение. Задачу нахождения различных приложений теории n-арных групп поставил на 

Всесоюзной алгебраической конференции (Свердловск, 1973 г.) А.И. Кострикин. Впервые 
приложения теории n–арных групп в аффинной геометрии были найдены С.А. Русаковым. За-
метим, что отдельные элементы аффинной геометрии на тернарной (3-арной) группе ранее 
изучались Д. Вакареловым [1]. Приложения теории n–арных групп в аффинной геометрии 
получили дальнейшее развитие в работах [2]–[4]. 

В данной статье продолжены исследования в указанном направлении, а именно в тео-
реме 1 исследуются 2k-угольники n-арной группы, в теореме 2 устанавливаются связи между 
различными параллелограммами n-арной группы на основе свойств векторных равенств. За-
метим, что в работе Ю.И. Кулаженко [3] рассмотрены 2k–угольники n-арной группы, кото-
рые образованы последовательностями параллелограммов отличными от полученных в 
представляемой работе. Кроме того, из теоремы 1 при 6k   следует предложение из работы 
С.А. Русакова [2], которое, по его словам, выражает аффинную теорему Дезарга. 

Предварительные понятия и результаты. Используемые определения и обозначения 
можно найти в [2]. Напомним некоторые из них. 

Пусть  – n-арная группа. G
Определение 1. Четырехугольник < a b c d >    G  называется параллелограммом G, если 

 
2 4

[ 2][ ]
n

ab b c d


  
Определение 2. Упорядоченная пара < a b >  точек a b G   называется направленным 

отрезком  и обозначается через G ab . 
Определение 3. Пишут ab cd  и говорят, что направленные отрезки ab  и cd   

равны, если четырехугольник < a  является параллелограммом G. 
G

c d b >  
Пусть V – множество всех направленных отрезков G. 
Это отношение «=» Разбивает множество V на классы эквивалентности [2]. 
Определение 4. Если ,ab V то множество { uv uv V uv ab }     называется векто-

ром  и обозначается через  или одной малой буквой латинского алфавита; например, 

. Через  обозначается множество всех векторов G . 

G
p
 ab



ab 


( )V G

Определение 5. Два вектора p ab
 

 и q cd
 

 из  называют равными и пишут 

, если их представители 

( )V G

p q
 

ab  и cd  равны. 

Определение 6. Пусть  – n-арная группа, G p


 и ( )q V G


 и a G . Если  и ab


bc


 та-

кие векторы, что  и , то суммой векторов p ab
 

q 
 

bc


p


 и q


 называется вектор из , 

обозначаемый через 

( )V G

p q
 

 и определяемый так: p q ac 
  

ab или bc ac  
  
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Определение 7. Пусть дан вектор .p ab
 

 Вектор ba


 называется вектором, проти-

воположным вектору  и обозначается через ,p p


. 

Определение 8. Пусть  – n-арная группа. Последовательность , где 

 называется нейтральной k(n–1)-последовательностью G, если  

для любого элемента u G

G ( 1) ( 1)
1
k n k ne G 

( 1)
1 1[ ] [k ne u u u 1,k  ( 1)k ne  ]

 . 
Лемма 1 [4]. Если четырехугольник < a b c d >  

b a d >

 полуабелевой n-арной группы G явля-
ется параллелограммом G, то параллелограммами G являются и четырехугольники 

, < c , < d , < c<b c d a >   d a b >   a b c >      , <b a d c >   , < a d c b >   . 
Лемма 2 [4]. Пусть – произвольная n-арная группа. Для любых точек  мно-

жества G  справедливы равенства 

G a b c d  
2 4

[ 2][ ]
n

ab cd a bc c d


  
 

 
2 4

[ 2][ ]
n

ab cd cb b a


 d  
 

 
Лемма 3 [4]. n-Арная группа  – полуабелева тогда и только тогда, когда для любых 

точек 

G

x y z   из G  выполняется равенство 
2 4 2 4

[ 2] [ 2][ ] [
n n

]xy y z zy y x
 

    
Основные результаты. Теорема 1. Пусть   – n-арная группа,   – па-

раллелограмм G,  – четное натуральное число ( ). Тогда 

G

k 
1 2 3 4a a a a    

k 6
1) если , , ..., 4 3 5 6a a a a     6 5 7 8a a a a     2 3 1k k k ka a a a         – параллелограммы  

то      – параллелограмм G; 

,G

1 2a a a 1k ka  
2) если , , ..., 2 5 6 3a a a a     5 7 8 6a a a a     3 1 2k k k ka a a a         – параллелограммы G, 

то – параллелограмм G. 1 1a a   4k ka a  
Доказательство. Так как  – параллелограмм G, то выполняется равенство 1 2 3 4 

2 4n

a a a a   

 [ 2]
1 2 2 3 4[ ]a a a a a    (1) 

Пусть выполняется условие 1. Тогда по определению параллелограмма выполняются 
следующие равенства 

 
2 4

[ 2]
4 3 3 5 6[ ]

n

a a a a a


  
2 4n

 (2) 

 [ 2]
6 5 5 7 8[ ]a a a a a  

…
 (3) 

  

 
2 4

[ 2]
2 3 3 1[ ]

n

k k k k ka a a a a



       

Подставим (1) в (2). Имеем  

 
2 4 2 4

[ 2] [ 2]
1 2 2 3 3 3 5 6[[ ] ]

n n

a a a a a a a a
 

   
2 4 2 4n n 

 

 [ 2] [ 2]
1 2 2 3 3 3 5 6[ ]a a a a a a a a   

2 4n

 

Так как последовательность [ 2]
3 3 3a a a




2 4

 является нейтральной, то  

 
2 4

[ 2] [ 2]
1 2 2 3 3 3 5 6[ [ ]]

n n

a a a a a a a a
 

   
2 4n

 

 [ 2]
1 2 2 5 6[ ]a a a a a    (4) 

Подстановкой (4) в (3), получаем  

 
2 4 2 4

[ 2] [ 2]
1 2 2 5 5 5 7 8[[ ] ]

n n

a a a a a a a a
 

   
2 4 2 4n n 

 

 [ 2] [ 2]
1 2 2 5 5 5 7 8[ ]a a a a a a a a   

2 4n

 

Так как последовательность [ 2]
5 5 5a a a




2 4
[ 2]

 является нейтральной, то 

 
2 4

[ 2]
1 2 2 5 5 5 7 8[ [ ]]

n n

a a a a a a a a
 

     
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2 4

[ 2]
1 2 2 7 8[ ]

n

a a a a a


    
Продолжая указанный процесс, а именно с учетом нейтральности последовательностей 

подставляя последовательно  в равенства вида 2ta 

2 4
[ 2]

2 3 3 1[
n

t t t t ta a a a a



    ]   . В итоге получаем  

2 4
[ 2]

1 2 2 1[ ]
n

k ka a a a a



    

Следовательно, по определению 1 четырехугольник  G 1 2 1,k ka a a a     является па-

раллелограммом G . 
Пусть теперь выполняется условие 2). Тогда по определению 1 справедливы следую-

щие равенства 

 
2 4

[ 2]
2 5 5 6 3[ ]

n

a a a a a


    (5) 

 
2 4

[ 2]
5 7 7 8 6[ ]

n

a a a a a


    (6) 
 …  

 
2 4

[ 2]
3 1 1 2[ ]

n

k k k k ka a a a a



      

Подставим (6) в (5). Имеем  

 
2 4 2 4

[ 2] [ 2]
1 2 2 2 5 5 6 4[ [ ]]

n n

a a a a a a a a
 

     

 
2 4 2 4

[ 2] [ 2]
1 2 2 2 5 5 6 4[

n n

a a a a a a a a
 

  ]    (7) 

Учитывая нейтральность последовательности , преобразуем (7)  
2 4

[ 2]
2 2

n

a a a



2

 
2 4 2 4

[ 2] [ 2]
1 2 2 2 5 5 6 4[[ ] ]

n n

a a a a a a a a
 

     

 
2 4

[ 2]
1 5 5 6 4[ ]

n

a a a a a


    (8) 

Подставляя последовательно последующие равенства в (8), получаем  

 
2 4

[ 2]
1 1 1 4[ ]

n

k k ka a a a a



     (9) 

Равенство (9) означает, что  – параллелограмм. Таким образом теорема 

доказана. 
1 1 4k ka a a a    

При , полагая 6k  1 2 3 4 5 6 ,a a a b a c a d a p a q            из теоремы 1 вытекает следствие. 

Следствие 1 [2]. Пусть четырехугольник a b c d      n-арной группы  – параллело-
грамм G. Тогда справедливы следующие утверждения: 

G

1) если  – параллелограмм, то b p q c     a p q d       – параллелограмм; 
2) если  – параллелограмм, то d c p q     a b p q       – параллелограмм. 
Следствие 1 было получено С.А. Русаковым в его монографии [2], которое выражает 

аффинную теорему Дезарга. 
Используя теорему 1 при различных k, получаем следующее: 
Следствие 2. Пусть  – n-арная группа, G 1 2 3 4 ,a a a a    

G t ta a

  

, ...,  – параллелограммы , то 
4 3 5 6 ,a a a a    

1 1t l t la a   6 5 7 8a a a a     2 3 1k k ka a a   ka          – па-

раллелограмм , где G 4 6 8 2t k     , 1 3 1l k t     . 

Теорема 2. Пусть   – полуабелева n-арная группа, G 1 2 3 4a a a a       – параллелограмм 

, точки  такие, что выполняются равенства: G 1 2 3 4b b b b   G

 1 2 1 2a a b b 
 

 (1) 

 2 3 2 3a a b b 
 

 (2) 

 3 4 3 4a a b b 
 

 (3) 
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Точки  такие, что выполняются равенства: 1 2 3 4d d d d  

 1 2 1 2 1 1a a b b a d  
  

 (4) 

 2 3 2 3 2 2a a b b a d 
  

  (5) 

 3 4 3 4 3 3a a b b a d 
  

  (6) 

 4 1 4 1 4 4a a b b a d 
  

  (7) 

Тогда 
1)  1 1 2 2 3 3 4 4 0a d a d a d a d   

    

2)   – параллелограмм . 1 2 3 4d d d d     G

Доказательство. Сложим левые части равенств (1)–(3) с учетом определения 7 
 1 2 2 3 3 4 1 2 2 3 3 4a a a a a a b b b b b b    

    


 
 

 1 4 1 4a a b b 
 

 

что равносильно 
 4 1 4 1a a b b 

 
 (8) 

Учитывая равенства (1)–(3),(8), перепишем равенства (4)–(7) следующим образом  
 1 2 1 2 1 1b b b b a d  

  
 (9) 

 2 3 2 3 2 2b b b b a d 
  

  (10) 

 3 4 3 4 3 3b b b b a d 
  

  (11) 

 4 1 4 1 4 4b b b b a d 
  

  (12) 

Обозначим выражение  через . Тогда, учитывая равенства (9)–

(12), имеем: 
1 1 2 2 3 3 4 4a d a d a d a d  
   

R

 1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 4 4 1 4 1R a d a d a d a d b b b b b b b b b b b b b b b b           
    


       

    
 

1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 4 4 1 4 1 1 2 1 3 2 4 3 1 4 1( ) ( ) ( )b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b            



       

 (13) 

К равенству (13) применим лемму 2 

 
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 1 1 3 2 2 4 3 3 1 4 4 1[

n n n n

]R b b b b b b b b b b b b b b
   

    


 (14) 

Так как   – полуабелева, то вправе применить лемму 3 к равенству (14). G
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 1 1 3 2 2 4 3 3 1 4 4 1 1 2 1 1 1 2 2 4 4 4 1[ [ ] ] [[ ] [ ]]

n n n n n n n

R b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b
      

       
  




 
 

 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
1 2 1 1 1 2 2 1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2 2 2 1 1 1[ ] [[ ] ] [ ]

n n n n n

b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b
    

      


 
0  


 

Следовательно, 
 1 1 2 2 3 3 4 4 0a d a d a d a d   

   



 

Утверждение 1) теоремы 3 доказано. 
Теперь докажем, что   – параллелограмм . Для этого необходимо до-

казать справедливость равенства 

1 2 3 4d d d d    
2 4

[ 2]
1 2 2

n

d d d




G

3 4[ ]d d   
Применим лемму 2 к равенствам (9)–(12) 

 
2 4

[ 2]
1 2 1 1 2 1 1[ ]

n

b b b b b a d


  



 (15) 

 
2 4

[ 2]
2 3 2 2 3 2 2[ ]

n

b b b b b a d


  



 (16) 

 
2 4

[ 2]
3 4 3 3 4 3 3[ ]

n

b b b b b a d


  



 (17) 

 
2 4

[ 2]
4 1 4 4 1 4 4[ ]

n

b b b b b a d


  



 (18) 
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Умножим равенства (15)–(18) на ( 1)  (определение 7), получим: 

 
2 4

[ 2]
1 2 1 1 2 1 1[ ]

n

b b b b b a d


   



 

 
2 4

[ 2]
2 3 2 2 3 2 2[ ]

n

b b b b b a d


 


 


 

 
2 4

[ 2]
3 4 3 3 4 3 3[ ]

n

b b b b b a d


 


 


 

 
2 4

[ 2]
4 1 4 4 1 4 4[ ]

n

b b b b b a d


 


 


 

и  

 
2 4

[ 2]
2 1 1 2 1 1 1[ ]

n

b b b b b d a


  



 (19) 

 
2 4

[ 2]
3 2 2 3 2 2 2[ ]

n

b b b b b d a


  



 (20) 

 
2 4

[ 2]
4 3 3 4 3 3 3[ ]

n

b b b b b d a


  



 (21) 

 
2 4

[ 2]
1 4 4 1 4 4 4[ ]

n

b b b b b d a


  



 (22) 

По определению 5 перепишем равенства (19)–(22) в эквивалентном виде 

 
2 4 2 4

[ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 1 1[[ ] ]

n n

b b b b b b a d
 

   
2 4 2 4n n 

 

 [ 2] [ 2]
3 2 2 3 2 2 2 2[[ ] ]b b b b b b a d   

2 4 2 4n n 

 

 [ 2] [ 2]
4 3 3 4 3 3 3 3[[ ] ]b b b b b b a d   

2 4 2 4n n 

 

 [ 2] [ 2]
1 4 4 1 4 4 4 4[[ ] ]b b b b b b a d   

2 4n

 

Обозначим выражение  через I. Используя полученные равенства,  
можно переписать в виде 

[ 2]
1 2 2 3[d d d d ]



]]

I

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

1 2 2 3 2 1 1 2 1 1 1 2 2 4 3 3 4 3 3 3[ 2 4 ] [[[ ] ] [[ ] ]]
n n n n n

I d d n d d b b b b b b a d d b b b b b b a
    

       
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 1 2 2 4 3 3 4 3 3 3[ ]

n n n n n

b b b b b b a d d b b b b b b a
    

     
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4n n n n n n n      

  

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 3 3 2 3 3 4 3 3 4 3 3 3[ ]b b b b b b a a a b b b b b b b b b b b b a         

Применим лемму 3, тогда 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 1 2 2 2 3 3 2 3 3 4 3 3 4 3 3 3[ [

n n n n n n n

I b b b b b b a a a b b b b b b b b b b b b a
      

       
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 1 2 2 3 3 3 2 3 3 2 3 3 4 3 3 4[ [ ]

n n n n n n n

b b b b b b a a a a b b b b b b b b b b b b
      

       
a a a a    

]  

Так как   – параллелограмм G , то 1 2 3 4

2 4

 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 4 3 3 2 3 3 2 3 3 4 3 3 4[ ]

n n n n n n

I b b b b b b a b b b b b b b b b b b b
     

      
b b b b

 

Четырехугольник 1 2 3 4     G  – параллелограмм . А по лемме 1 , 

,  – также параллелограммы . Следовательно 
2 3 4 1b b b b    

2 1 4 3b b b b     3 4b b  

[ 2]

1 2b b 
2 4 2 4

[ 2]
n n 

 

G

[ 2  
2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 4 3 3 2 3 3 2 3 3 4 3 3 4[ [

n n n n

I b b b b b b a b b b b b b b b b b b b
   

   
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
n n n n n    

    

] ] ]

]

  2 1

По лемме 3 получаем 
1 2 1 1 4 3 3 2 3 3 1 3 3 4[ ]b b b b b b a b b b b b b b b b 

 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
2 1 1 2 1 1 4 3 3 4 3 3 2 3 3 1[ [ ]

n n n n n

I b b b b b b b b b a b b b b b b
    

     
b b b b     ,G

 

Так как  – параллелограмм  то с учетом нейтральности последователь-
ностей имеем 

2 1 4 3
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]
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
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       

        

3 4 1 2b b b b    


Так как   – параллелограмм G , то 

 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
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3 4 4 1 1 1 4 3 3 3 4 4 1 3 3 1[[ ] [ ] ]

n n n n n
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    

       

  
2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2]
3 4 4 4 4 4 1 3 3 1[ ]

n n n

b b b a b b b b b b
  

   
По лемме 3 с учетом нейтральности последовательностей 

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]

3 4 4 4 4 4 1 3 3 1 4 4 4 1 4 4 3 3 3 1[[ ] ] [ [ ]]
n n n n n n

I b b b a b b b b b b a b b b b b b b b b
     

       

 

 
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

[ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2] [ 2]
4 4 4 1 4 4 1 1 4 4 4 4 4 1 1 4 4 1 4 4 4 4[[ ] ] [ [ ]] [ ]

n n n n n n

a b b b b b b b b b a b b b b b b b b b a d
     

         

То есть 

 
2 4

[ 2]
1 2 2 3 4[ ]

n

d d d d d


    
Следовательно теорема 2 доказана.  
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Конечные группы с энгелевыми циклами 
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2 

 
Установлен ряд свойств конечных групп, в которых для всех , x y G

|) 1.

 , где 
 – целые числа. В частности, доказана разрешимость конечной группы  при , где 

 – простое число, не являющееся числом Мерсенна и 

[ , ] [ , ] y x y xm m n
G 2n,m n

3p

p

(3,| G   
Ключевые слова: конечная группа, коммутатор, энгелев цикл, разрешимость, сверхразреши-
мость, слабый нормализатор, слабонормальная подгруппа. 
 
Some properties of finite groups with [ , ] [ , ] y x y xm m n , for all elements x y G ,, where m n  are in-

teger numbers, are found. In particular, it is proved that finite group G  is solvable, if , where 2n p

3p  is a simple number, which is not a Mersenn number and (3,| G |) 1.  
Keywords: finite group, commutator, Engel cycle, solvability, supersolvability, weak normalizator, 
wearnormal subgroup. 
 
Пусть x1, x2, ... , xn – элементы конечной группы G. Коммутатором элементов x1 и x2 

называется элемент [x1, x2] 21x . Коммутаторы более высокой степени определяются 
по правилу [x

=

n]. 

 

 1
2

1
1 xxx 

1, x2, ... , xn] = [[x1, x2, ... , xn-1], x
Тогда, очевидно, запись [y, ] будет обозначать коммутатор xn

[y, x, x, ... , x], 
где число элементов x равно n. 

Пусть x, y – элементы конечной группы G, m, n – положительные целые числа такие, 
что [y, ] = [y, ]. Пусть xxm xnm 1 = [y, ], xxm 2 = [y, ], ... , xxm 1 n = [y, ], xxnm 1 n+1 = [y ]., xnm

Очевидно, что последовательность групповых элементов {x1, x2, ... , xn, xn+1} имеет пе-
риод, который согласно [1] будем называть энгелевым циклом длины n, порождённым эле-
ментами y и x. Множество элементов {x1, x2, ... , xn-1} называют носителем энгелева цикла. 

В работах [1], [2] изучались классы конечных групп с энгелевыми циклами. Так, в ча-
стности, в [2] было доказано, что если в конечной группе G для всех  [y, ] = 

[y, ], где n нечётно, то группа G разрешима. Как показано в [1], классы конечных групп с 
энгелевыми циклами длины 1 и 2 совпадают, а группы, принадлежащие этим классам, явля-
ются сверхразрешимыми. В данной работе продолжается изучение свойств энгелевых циклов 
в конечных группах. 

Gyx , xm

xnm

Рассматриваются только конечные группы. Определения и обозначения, которые ис-
пользуются, можно найти в [1]–[4]. Приведём некоторые результаты, которые будут исполь-
зоваться в дальнейшем. 

Лемма 1 [2]. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа и n нечётно. Пусть для 
всех  [y, ] = [y, ]Gyx , xm xnm . Тогда 1) все подгруппы нечётного порядка из G нильпотент-
ны; 2) если p не делит 2n+1, то G – p'-замкнутая группа. 

Определение 1 [5]. Пусть H – силовская система разрешимой подгруппы H группы G. 

Слабым системным нормализатором (системным квазинормализатором) H в G называют 

подгруппу , определяемую следующим образом: * (G HN  ) )* (G HN   = x G x P P x  

для всех HP . 

Слабым нормализатором подгруппы H в G называют подгруппу = H* ( )GN H * ( )G HN  . 

Если G = , то подгруппа H называется слабонормальной в G. * ( )GN H

Теорема 1 [5]. Конечная группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда она 
имеет полное множество слабонормальных силовских p-дополнений. 
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Определение 2 [8]. Подгруппа A группы G называется слабо пронормальной, если для 
любого  из того, что A и AGx x нормальны в xA A, , следует A = Ax. 

Лемма 2 [8]. Если подгруппа A группы G одновременно субнормальна и слабо пронор-
мальна, то она нормальна в G. 

Рассмотрим некоторые свойства конечных групп, в которых для любых элементов 
 [y, ] = [y, ], где m, n – целые числа. Gyx , xm xnm

Теорема 2. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа, где n = 2p и p >3 – простое 
число, не являющееся числом Мерсенна. Если для всех Gyx ,  [y, ] = [y, ] и (3,xm xnm G ) = 1, 

то группа G разрешима. 
Доказательство. Допустим, что существуют группы, для которых теорема неверна. 

Выберем тогда среди них группу G наименьшего порядка. Пусть p >3 – любое простое чис-
ло, не являющееся числом Мерсенна. В этом случае получаем, что для всех  [y, ] = 

= [y, ], где n = 2p, 3 не делит 

Gyx , xm

xnm G , но группа G неразрешима. Очевидно, что каждая собст-

венная подгруппа из G разрешима. Предположим, что группа G непроста, то есть существует 
подгруппа H, такая, что H<G, но 1H  и GH  . Обе группы H и HG разрешимы, так как H 

собственная подгруппа группы G, группа HG  удовлетворяет условиям теоремы, а H  и 

HG  меньше, чем G . Поэтому группа G также разрешима, что противоречит нашему 

предположению. Следовательно, G – минимальная простая группа [6]: 
1) PSL (2, 2p) для любого простого p; 
2) PSL (2, 3p), где p нечётное простое; 
3) PSL (2, p),где p простое, , ; 3p 012 p (mod 5)
4) PSL (3, 3); 
5) Sz (2p), где p нечётное простое. 
Так как 3 не делит G , то, очевидно, что G не может быть группой PSL (3, 3), PSL (2, 3p). 

Ввиду того, что )1(
2

1
p) (2, PSL 2  pp  делится на 3, то G не может быть группой PSL (2, p). 

Порядок группы PSL (2, 2p) для любого простого p равен 2p(2p–1)(2p+1). Очевидно, что 
произведение трёх последовательных чисел делится на 3. Поэтому G не может быть группой 
PSL (2, 2p). 

Как известно, )(qSz = q2(q–1)(q2+1). Так как q = 2p, )2( pSz = 22p(2p–1)(22p+1). Так как 

для всех элементов Gyx ,  [y, ] = [y, ], где n = 2p, то по теореме 4.2 [2] группа G rxm xnm
'-

замкнута, за исключением следующих простых r: делителей 2n+1, 3 (если n+1 есть степень 
3), 2 (если p+1 есть степень 2) и 2p+1. Следовательно, если  для некоторого 21p  > 0, 

то группа G  2'-замкнута и не может быть группой Судзуки. Допустим, что . Тогда 

 – простое число Мерсенна, что невозможно, так как не может быть простым чис-
лом Мерсенна по условию. 

21p

12  p

Таким образом, G не является минимальной простой группой. Следовательно, G – раз-
решимая группа. Теорема доказана. 

Лемма 3. Пусть G – конечная разрешимая группа. – дополнение к силовской p-

подгруппе G

'p
G

p группы G. Если группа G является p-сверхразрешимой, то – слабонормаль-

ная подгруппа группы G. 

'p
G

Доказательство. Предположим, что существуют группы, для которых лемма неверна. 
Выберем тогда среди них группу G, имеющую наименьший порядок. Таким образом, группа 

G p-сверхразрешима, но , где . )( 'pG GNG  ' ' '( ) ( G Gp p
N G G N  )Gp
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Пусть  – силовская система группы G, редуцируемая в . Тогда 

 – силовская система подгруппы . Пусть N – минимальная нормальная 

подгруппа из G. Так как группа G  p-сверхразрешима, то либо 

1 2
{G , ,...,G }

kp p pG

'pG

'p
G

'
 

pG  'p
G

pN  , либо N  есть p'-число, 

и группа NG  является p-сверхразрешимой. Так как порядок группы NG  меньше порядка 

группы G, то )( ' NNGNNG
pNG

 , то есть NNG
p ' – слабонормальная подгруппа из NG . 

Так как группа G разрешима, то по D-теореме Ф.Холла [7] группа G и любая её под-
группа удовлетворяют свойству  на произвольном C  . Поэтому по теореме 1.3 [5] 

NNGNNNGN
pGpNG )()( ''

  . 

Следовательно, . ' ' '
( ) ( )  

pG Gp p
G N G N G N NG

Если pN  , то xN   для некоторого Gx . Очевидно, что x Q Q x  для любо-

го 
'
.

pGQ   Поэтому  и . Следовательно, есть слабонор-

мальная подгруппа из G. Противоречие. 
'

( )
pG Gx N 

'
(

pG G )G N  'p
G

Значит, N  есть p'-число и . Если 'p
GN  'p

GN  , то , а, следовательно,  – 

слабонормальная подгруппа из G. Поэтому . Тогда 

GG
p
' 'p

G

' '(G'p
GN 

'
( )  

pG G )
p p

GG G N N . 

Пришли к противоречию с выбором группы G. Лемма доказана. 
Теорема 3. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа и n нечётно. Пусть для всех 

 [y, ] = [y, ]. Если для каждого Gyx , xm xnm )(Gp  , делящего 2n+1, силовская p-подгруппа 

дедекиндова и любая её подгруппа p слабо пронормальна в G, то группа G сверхразрешима. 
Доказательство. Пусть G – конечная группа, удовлетворяющая условиям теоремы. Так 

как для всех  [y, ] = [y, ], где n нечётно, то по [2] группа G разрешима. Пусть Gyx , xm xnm

k
kpppG  ...21

21  и  ppG ,( 21 kp,...)  .  Пусть подгруппы  образуют силов-

скую систему  группы G: . Покажем, что в группе G имеется полное 

множество слабонормальных силовских p-дополнений. 

kppp GGG ,...,,
21

  1 2
,...,

kp p pG ,G G

Пусть )(Gp  . Если p не делит 2n+1, то по лемме 1 группа G является p'-замкнутой. 

Следовательно, группа G имеет нормальное p-дополнение 'p
 к силовской p-подгруппе GG

N

p, 

G . По лемме 1.1 [5] ) . Значит и – слабонор-

мальная подгруппа в группе G. Поэтому пусть p делит 2

и GN
pG )( ' ()( '' pGpG GNGN  GG

pG  )( '  'p
G

n+1. 
Если группа G в этом случае p'-замкнута, то  и аналогично предыдущему получим, 

что – слабонормальная подгруппа из G. Поэтому пусть группа G не является p

GG
p
'

'p
G '-замкнутой. 

Покажем, что если в группе G имеются инвариантные p'-подгруппы, то p-дополнение  слабо-

нормально в G. Пусть G – группа наименьшего порядка, которая удовлетворяет условию теоремы, 
но которая не p-сверхразрешимая в G для данного p. Пусть  – p

'p
G

GN  '-подгруппа. Тогда фактор-
группа NG  p-сверхразрешима по индукции. Так как N – p'-подгруппа, то из  

p-сверхразрешимости NG  следует p-сверхразрешимость G. А тогда по лемме 3 получаем, что 

– слабонормальная подгруппа в G. Следовательно, в группе G имеется полное множество сла-

бонормальных силовских p-дополнений и по теореме 1 группа G сверхразрешима. Значит, в группе 
G нет инвариантных p

'p
G

'-подгрупп. Так как p делит 2n+1, то силовская p-подгруппа Gp дедекиндова в 
G по условию. Группа G разрешима. Поэтому по [9] lp(G)=1. Отсюда получаем, что G . Пусть 

P – любая подгруппа из G

Gp

p. Тогда  и P – субнормальная подгруппа группы G. Так как P  P G
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является слабонормальной подгруппой в G по условию, то по лемме 2 P – нормальная подгруппа 
из G. Поэтому 'p

PG

] [  m

 есть подгруппа группы G. Значит p-подгруппа P перестановочна с . 

Тогда по теореме из [10] группа G p-сверхразрешима. В этом случае по лемме 3 p-дополнение 
есть слабонормальная подгруппа группы G. Таким образом показано, что в группе G имеется 

полное множество слабонормальных силовских p-дополнений. Тогда по теореме 1 группа G 
сверхразрешима. Теорема доказана. 

'p
G

'p
G

Из доказательства теоремы получаем следующий признак p-сверхразрешимости конеч-
ных групп. 

Теорема 4. Пусть G – конечная p-разрешимая группа с дедекиндовой силовской p-
подгруппой Gp. Если любая подгруппа P из Gp слабо пронормальна в G, то группа G  
p-сверхразрешима. 

Согласно [12], если H – подгруппа группы G, B – подгруппа из H, то подгруппа B силь-

но замкнута в H (по отношению к G), когда , где x – любой элемент из G. xH B B
Теорема 5. Пусть G – конечная группа, m, n – целые числа и n нечётно. Пусть для всех 

, [ , ,m nx ]y G y x xy . Тогда для каждого )(Gp  , которое не делит 2n+1, макси-

мальные подгруппы силовской p-подгруппы Gp из G сильно замкнуты в Gp относительно G. 
Доказательство. Пусть G – конечная группа, удовлетворяющая условиям теоремы. То-

гда по [2] группа G разрешима. Пусть k
kpppG  ...21

21 . Пусть )(Gp   не делит 2n+1. Тогда 

по лемме 1 группа G является p'-замкнутой, то есть . Пусть M – максимальная под-

группа силовской p-подгруппы G

GG
p
'

G

' )p
MG

p из G. Тогда p . Так как , то 'p
– подгруп-

па группы G. Легко видно, что G . Тогда по теореме 3.8 [11] M является силовской p-

подгруппой из . Пусть . Тогда . Так как 

M 

(MG

 GG
p
'

'p

 MG

 MG
p
'

Gx M  MM  , то M'p
MG  

также является силовской p-подгруппой из . Используя тождество Дедекинда, получим 

. 

'p
MG

MMMG
pp

 )'' GGp( 

Gp 

Gy

Gp 

Поэтому . Значит, M 

сильно замкнута в G

MMMMMGGMGMGM
pppp    )()( ''

p относительно G. Теорема доказана. 
Пусть . Если 1 для некоторого целого числа n, то y называют правым эн-

гелевым элементом группы G относительно x. Множество элементов группы G, которые явля-
ются правыми энгелевыми элементами относительно x, будем обозначать E

x, ],[ xy n

G(x). Для произ-
вольной конечной группы G множество EG(x) не обязательно является подгруппой. Однако 
существуют конечные группы, в которых EG(x) является подгруппой для каждого элемента x 
из G. Следуя [13] будем называть такие группы E-группами. Из леммы Цорна [3] очевидно 
следует, что нильпотентные группы являются E-группами. Группу G будем называть Ep-
группой, если для каждого p-элемента x из G множество EG(x) является подгруппой. Очевидно, 
что разрешимая E-группа является p-разрешимой Ep-группой для каждого простого )G(p  . 

Следующая теорема позволяет установить связь между E-группами и группами с энге-
левыми циклами длины 3. 

Теорема 6. Пусть G – конечная группа, m – целое число. Если для всех 

3, [ , ,  m] [m ]x y ,  то коммутант G' нильпотентен. G y x xy

Доказательство. Пусть G – конечная группа, удовлетворяющая условию теоремы. Так 
как для всех 3, [ , ] [ ,  m m ]x y G y x y x

)(2 Gp

, то по [2] группа G разрешима. Так как по лемме 1 

все подгруппы нечётного порядка из G нильпотентны, то получаем, что коммутант G' ниль-
потентен. Поэтому пусть  . Так как группа G имеет энгелевы циклы длины 3, то 

по лемме 1 группа G будет p-нильпотентна для всех 3p . Значит, если 3 не делит G , то 

группа G p-нильпотентна для любого )(Gp  . Следовательно, G – нильпотентная группа, и 
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коммутант G' нильпотентен. Поэтому пусть )(3 Gp  . Если группа G 3-нильпотентна, то, 
очевидно, G – нильпотентная группа и G' нильпотентен. Поэтому допустим, что G не является 
3-нильпотентной группой и пусть G – контрпример минимального порядка в этом случае. То-
гда по лемме 2.5 [2] коммутант G' является 3-группой и минимальной нормальной подгруппой 
из G. Следовательно, коммутант G' нильпотентен. Противоречие. Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть G – конечная группа, m – целое число и для всех 

3, [ , ] [ ,  m m ]x y G y x y x . Тогда G – E-группа. 

Доказательство. Пусть G – конечная группа, m – целое число. Так как для всех 

3, [ , ] [ ,  m m ]x y G y x y x , то по теореме 6 коммутант G' нильпотентен. По теореме 1 [13] 

группа G  с нильпотентным коммутантом является E-группой. 
Следствие 2. Пусть G – конечная группа, m – целое число и для всех 

3, [ , ] [ ,  m m ]x y G y x y x . Тогда главные p-факторы в группе )(GOG p  имеют порядок p 

или . 4
Доказательство. По следствию 1 группа G является E-группой. По теореме 4.3 [2] 

группа G разрешима. Поэтому G является p-разрешимой Ep-группой для любого )(Gp  . 

Тогда по теореме 5 [13] главные p-факторы из ( )pG O G  имеют порядок p или . 4
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Максимальные подалгебры универсальных алгебр 
 

А.Д. ХОДАЛЕВИЧ 
 
Анализируется развитие идей формационных методов исследований работ [1], [2]. Изучаются 
свойства максимальных подалгебр универсальных алгебр, относительно конкретной формации 
( -нормальность, -абнормальность). Полученные результаты обобщают аналогичные резуль-
таты для групп и мультиколец. 
 

Ключевые слова: универсальная алгебра, конгруэнции, централизуемость.  
 
The development of ideas of formations methods of research in [1], [2] is analyzed. Properties of 
maximal subalgebras of universal algebras with respect to a particular formation   ( -normal and  -
abnormal maximal subalgebras) are studied. The results generalize similar results for both groups and 
multirings. 
Keywords: universal algebra, congruence, centrality. 
 
Перенесение центра тяжести в изучении абстрактных алгебраических систем на изуче-

ние свойств классов этих систем является характерной чертой развития современной алгеб-
ры и берет свое начало в 30–40-ых гг. прошлого века с работ Биркгофа и Тарского. Отметим 
при этом, что в теории универсальных алгебр рассмотрение классов, вплоть до последнего 
времени, во многом было связано с таким понятием, как многообразие. 

Начиная с 1963 г., вначале в теории конечных групп, затем бесконечных, позже в ал-
гебрах Ли, зародилась и стала успешно развиваться теория формаций, т.е. теория классов ал-
гебраических систем, замкнутых относительно гомоморфных образов и конечных поддекар-
товых произведений. Достаточно богатый материал, полученный здесь, анализ дальнейших 
перспектив развития позволил в свое время Л.А. Шеметкову [1], говорить об «оформлении 
теории формаций в самостоятельный раздел алгебры». Подтверждением этому явилась и 
вышедшая в 1989 г. книга Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы [2], в которой построена целостная 
теория формаций мультиколец, получены результаты, закладывающие основы для развития 
теории формаций универсальных алгебр. В связи с этим естественно возникает задача даль-
нейшего развития формационных методов в исследовании универсальных алгебр и, в част-
ности, возможности перенесения результатов теории формаций мультиколец на универсаль-
ные алгебры. В настоящей статье такая задача решается в рамках изучения свойств  

-абнормальных и -нормальных максимальных подалгебр универсальных алгебр. Отме-
тим, что интерес к указанному направлению не случаен. Он вызван тем, что особо важную 
роль в теории формаций играют такие, уже ставшие классическими, объекты, как 

 

 -
проекторы, -нормализаторы, -профраттиниевы подалгебры, свойства которых во многом 
связаны с понятиями -абнормальности и 

 
  -нормальности. 

Полученные в статье результаты обобщают аналогичные результаты в группах, муль-
тикольцах, алгебрах Ли и т. д. 

Под термином «алгебра» в дальнейшем будем понимать универсальную алгебру. Все 
рассматриваемые алгебры предполагаются входящими в фиксированное мальцевское кон-
груэнц-перестановочное многообразие . Кроме того, будем считать, что все рассматри-
ваемые алгебры удовлетворяют условию максимальности и минимальности для подалгебр. 
Существенно используется понятие централизатора конгруэнции, введенного Смитом [3]. 
Весь необходимый материал, связанный с этим понятием, можно также найти в работе [4]. 
Используются стандартные обозначения и определения из работы [2]. 

M

Дополнительно отметим, что конгруэнции произвольной алгебры обозначаются грече-
скими буквами. Если   – конгруэнция на алгебре A , то { ( ) }x y x y      – смежный класс 
(класс эквивалентности) алгебры A  по конгруэнции  , { }A x x A      – факторалгебра 
алгебры A  по конгруэнции  . Если B  – подалгебра алгебры A , то B  – совокупность всех 



А.Д. Ходалевич 130 

смежных классов x , такая, что x B . Если   и   – конгруэнции на алгебре A ,   , то 
конгруэнцию    на алгебре A   назовем фактором на A . Очевидно, что ( )x y     

тогда и только тогда, когда ( )x y   .  и AO 21A A  – соответственно наименьший и наи-
больший элементы решетки конгруэнций алгебры A . 

Напомним следующее определение из работы [2]. 
 Конгруэнция  на алгебре  называется A -корадикальной, где  – непустая форма-

ция алгебр, если 


A   , но A    для любой такой конгруэнции  , что   . 
Заметим, что так как алгебра A  удовлетворяет условию максимальности и минималь-

ности для конгруэнций, то -корадикальная конгруэнция алгебры  A  всегда существует. Из 
того, что   – формация, теперь следует, что  -корадикальная конгруэнция единственна.  

Будем обозначать  -корадикальную конгруэнцию алгебры A  через .  A

Определение 1. Пусть  – непустая формация. Максимальную подалгебру  M  алгеб-
ры A  назовем: 

1)  -нормальной, если ; A M M
A M



2)  -абнормальной, если A . 
Нетрудно проверить, что следующее определение из работы [2] эквивалентно определению 1. 
Определение 2. Максимальная полалгебра  алгебры A  называется: M
1)  -нормальной, если ; A 

AA M
A M 

2) -абнормальной, если , где для любой подалгебры  H  алгебры A   
конгруэнция на 

AH  –
A H H , порожденная всеми такими конгруэнциями   на A , что . 

Если    – фактор на алгебре , то будем говорить, что подалгебра  алгебры A B A  

покрывает (изолирует) фактор   , если ( )B B   2( )B    .  
Лемма 1. Подалгебра  алгебры B A  покрывает фактор    на A  тогда и только 

тогда, когда . B B 
Доказательство. Пусть  покрывает фактор B   . Так как B B  , то ( )B B   . 
Следовательно, B B  . В силу того, что   , . Итак, B . B B  B   

)Пусть теперь имеет место последнее равенство. Тогда ( ) (B B B B       . Тем 
самым лемма доказана. 

AO Напомним, что конгруэнция  на алгебре A  называется минимальной, если из 

включения   , всегда следует AO  . Фактор    на алгебре A  называется главным, если 

   – минимальная конгруэнция на факторалгебре  . Факторы    и /A   на алгебре A  
называются перспективными, если либо    и      , либо    и     . 

Лемма 2. Пусть максимальная подалгебра  алгебры M A  не покрывает главный фактор 
   алгебры . Тогда M  не покрывает фактор A A AM M , перспективный фактору    . 

M A Доказательство. Так как  не покрывает фактор M   , то M M   и . Оче-
видно, что AM AM   , то из того, что AM    и    . Если    – главный 

фактор, следует, что M A AM   . Но это противоречит тому, что . Значит, 

AM   . Следовательно, фактор A AM M AM  перспективен фактору       . 
Лемма доказана. 

В дальнейшем нам понадобится следующий хорошо известный факт, который сформу-
лируем в виде леммы (доказательство см., например, [4]). 

Лемма 3. Любая подалгебра , содержащая конгруэнцию O , является конгруэнцией на 2A . AA

Пусть B  – подалгебра алгебра ,  и A   – конгруэнции соответственно на  и A B . То-

гда обозначим  2[ ] ( )x y  A  , где для любой пары ( ) [ ]x y    всегда найдется такая па-

ра ( )x y    , что ( )x x   , ( )y y   . 
Следующий результат указывает на возможность расширения конгруэнции   на B  до 

конгруэнции [ ]  на B . 
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Лемма 4. Пусть B  подалгебра алгебры A  и   – конгруэнция на A . Тогда:  
1) если   – конгруэнция на B , то [ ]  – конгруэнция на B , 2 2[ ] ( )B B      и 

2( ) ]B [    . В частности, если 2B   , то 2[ ] B   ; 

2) если   – конгруэнция на B , то 2[ ] ( ( 2) )B B      . В частности, если 
2( )B    , то 2[ ]B    . 

Доказательство. 1) Очевидно, что [ ]  – бинарное отношение на B .Так как для лю-

бого элемента x B  всегда найдется такой элемент y B , что ( )x y    и ( )y y   , то по 

определению ( )x x [ ]  . Пусть ( i ix y ) [ ]  , 1 2i … n    . Тогда ( i yx )i   , ( )iix x     и 

( )i iy y   . Следовательно, для любой -арной операции n  , 1 1 n… …y y( )nx x       , 

11 nx …x( )n…x x      и 1y … 1( ny )n…y y     . Отсюда следует, что 

1 1(x …x y ) [ ]n ny…    . Значит, в силу леммы 3, [ ]  – конгруэнция на алгебре B . 

Пусть 2( ) [ ]x y    B . Тогда найдется такая пара ( )x y    , что 2( )x x B   , 
2( )y y   B  и, значит, 2( ) ( )x y     B ). Пусть теперь 2( ) (x y    B . Тогда найдется 

такой элемент , что z B ( )x z    и . Так как 2( )z y B   ( )x x   , ( )z z   , то 
2( ) [ ]x z   B . Аналогичным образом из , 2( )z z B   2( )y z B   , ( )z z    следует, 

что . Следовательно, 2[ ] B ( )z y  2( ) [ ]x y B  . Тем самым показано, что 
2 2( )[ ] B B     . 

Покажем теперь, что 2( ) [ ]B     . Для любой пары 2( ) ( )x y     B  существует 

такая пара 2( )x y B   , что ( )x x   y y и ( )   . Так как ( )x y   , то отсюда следует, что 

( )x y   . Итак, (y y )    , ( )x y   y y и ( )   , т. е. ( )x y [ ]  . 

Доказательство пункта 2) с очевидными изменениями повторяет доказательство пункта 
1). Лемма доказана.  

Лемма 5. Пусть   – непустая формация. Тогда для любой конгруэнции   на алгебре 
A  справедливы следующие утверждения; 

1) ( )A A      ; 

2) если B  – подалгебра алгебры A  такая, что A B , то [ ]B A   ; 

3) если A B  и A  , то [ ]B A
  . 

Доказательство. Обозначим ( )A      . Тогда ( ) ( )A A       
)A   A

, т. е. 

. Так как , то A  ( ) ( ) ) (A A A      (A A A A          . От-

сюда следует, что A    . Тем самым утверждение 1) доказано. 

Пусть A B . Тогда A B A   и так как , то 
. Следовательно, 

2A A B B A     
2B A   B 2[ ] [B B ]A    . Так как A    , то в силу пункта 2) 

леммы 4, 2[ ]B A  A   . Итак, [ ]B A  

[ ]



B

. Докажем обратное включение. Из пункта 

1) леммы 4 следует, что  

([A B



)

. Значит . 

Следовательно, 

2 2( [ ] ) (B B B B B      [ ]A B )B   

( ) ]    и так как (A ) A     [ ]B A, то       . От-

сюда следует, что [ ]B  A      , значит, [ ]B A    . В частности, если A  , то 

[ ]B A
  . Лемма доказана. 

Приведем некоторые необходимые в дальнейшем факты из [4], связанные с понятием 
централизуемости конгруэнций. 

Пусть   и   – конгруэнции на алгебре A . Тогда   централизует   (записывается: 

( )AC  ), если на   существует такая конгруэнция  , что; 
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1) из ( ) ( )x y x y     всегда следует ( )x x   , ( )y y   ; 

2) для любого элемента ( )x y    всегда выполняется ( ) ( )x x y y  ; 

3) если ( ) ( )x y x z  , то . y z
Наибольшую конгруэнцию  , удовлетворяющую указанным выше свойствам, назовем 

централизатором конгруэнции   и обозначим ( )AC  . В частности, если A   и    – фак-

торы алгебры A  такие, что ( )AC        , то конгруэнцию   обозначим как ( )AC    и 

назовем централизатором фактора    в A . 
Следующие свойства централизатора конгруэнции, которые сформулируем в виде лем-

мы, доказываются непосредственной проверкой. 
Лемма 6. Пусть        – конгруэнции на алгебре A . Тогда: 

1) если   , то ( )AC    ; 

2) если     , то ( ) ( ) (A A AC C C )         ; 

3) если   ,    и факторы   ,    проективны, то ( ) (A AC C )    

1

; 

4) если 2   – конгруэнции на A  и B A , то 2
1 2 1 2( ) (A BC B C )       , где 

2
i B i   , . 1 2i  

Обозначим через  подмногообразие всех конгруэнций алгебр из , а через  – 

множество всех подформаций из . 
CM M X

M
Определение 3. Отображение  назовем экраном, если: Cf  M X
1)  для любой алгебры ( )Af O  M A  из ; M
2) если      – конгруэнции на A  и     , то ( ) ( ) (f f f )         ; 
3) если факторы    и    перспективны, то ( ) ( )f f     . 

Если f  – экран, ( )AC    – централизатор фактора    на A  и 

( ) ( )AA C f       ( (A C f ( )A ))       , то фактор    назовем f -центральным 

( f -эксцентральным) в A . 

Ряд конгруэнций  алгебры 2
0 1 0A nO … A        n A  назовем f -центральным, 

если все его факторы f -центральны в A . 
Обозначим через f   класс всех тех алгебр из , которые обладают  M

f -центральными рядами. Тогда, как показано в работе [5], класс f   является непустой 
формацией. 

Формацию  назовем ступенчатой, если найдется такой экран  f , что f   . При 

этом будем говорить, что f  определяет   или, что f  является экраном формации . Экран 
f  назовем внутренним, если ( )f     для любой ненулевой конгруэнции  M .  

Лемма 7. Пусть f  – экран формации   и для любой ненулевой конгруэнции M   по-

ложим 1( ) ( )f f   . Тогда 1f  – внутренний экран формации  . 

Доказательство. Очевидно, что 1f  – экран и 1f   . Пусть    – произвольный 

f -центральный фактор алгебры A . Тогда / (AA C ) (f )      , следовательно, 

фактор    1f -централен. Таким образом, f -центральный ряд алгебры A  является и  

1f -центральным, т. е. 1A f  . Итак, 1f  . Лемма доказана. 

Назовем фактор    на алгебре A  абелевым, если ( )AC     . 

Лемма 8. Пусть B  – подалгебра алгебры A  и   – абелева конгруэнция на A  такая, 
что B A  . Тогда на A  существует такая конгруэнция  , что   , B B   и 

2 2B B   . 
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Доказательство. Обозначим ( )AC  . Тогда из определения централизатора конгруэнции 

следует, что на   определена такая конгруэнция  , которая удовлетворяет следующим условиям: 
1) из ( ) ( )x y x y     всегда следует ( )x x   , ( )y y   ; 
2) для любой пары ( )x y   , ( ) ( )x x y y  ; 
3) из ( ) ( )x y x y    всегда следует x x . 
Определим на A  бинарное отношение   следующим образом: ( )x x    тогда и толь-

ко тогда, когда найдутся такие элементы b b B  , что ( ) ( )x b x b    . Покажем, что   – кон-
груэнция на A . Так как B A  , то для любого элемента x A  найдется такой элемент 

, что b B ( )x b    . Следовательно, ( ) ( )x b x b  , т.е. ( )x x   . Пусть теперь ( )iix x   , 

. Тогда (1i  …n ) ( )i ii ix b x b   i, b  и для любой -арной операции ib  B n   получаем 

1 11 1( ) ( n nn nx …x b …b … …x x b b )           

Следовательно, в силу леммы 3,   – конгруэнция на A . Покажем, что B B  . Допус-
тим противное. Тогда найдется такая пара ( )x b   , что x B  и b B . Из определения   

следует, что найдется такая пара , что 2B( )  b b ( ) ( )x b b b   . Очевидно, что ( )b b (b )b     , 
а так как ( )b b      , то ( ) )(b bb b      . Теперь для мальцевского оператора , применяе-
мого для последних трех соотношений относительно 

P
 , получаем, что ( ) ( ( ) )x b P b b b b     . 

Значит, ( )x P b b b    B . Тем самым показано, что B B  , следовательно,   . 

Пусть 2( )x y B    . Тогда, очевидно, ( ) ( )x x y y  , т. е. 2( )x y    B . Так как 
2 2B B    , то отсюда получаем, что 2 2B B   . Лемма доказана. 
Лемма 9. Пусть B  подалгебра алгебры A ,   – конгруэнция на A , такая, что B A  , 

2
BB O   и пусть ( )AC   такова, что B A  . Тогда на A  существует такая конгру-

энция  , что   , B B  , 2 2B B    . 

Доказательство. Так как ( )AC  , то на   определена конгруэнция  , удовлетво-

ряющая определению централизуемости. Построим на A  бинарное отношение   следую-

щим образом: ( )x x    тогда и только тогда, когда найдется такая пара , что 2B( ) b b
( ) ( )x b x b    . Аналогичным образом, как и в доказательстве леммы 8, можно показать, что   
– конгруэнция на A . Покажем, что B B  . Допустим противное. Тогда найдется такая пара 

( )x b   , что x B  и . Значит, существует такая пара , что b B 2( )b b B   ( ) ( )x b b b   . 

Так как , то 2B  ( ) BOb b b b , т.е. ( ) ( )x b b b  . Но в этом случае из определения   

следует, что x b B . Противоречие. Итак, B B   и 2 2B B  . Пу   

( )

сть
2x y   как ( ) ( )B Так  . x x y y  , то о ет, что ( )тсю слда еду 2x y  B  . Значит, 

2 2B B азана. 
уэ

    . Лемма док
Ряд конгр нций алгебры A  называется главным, если все его факторы являются главными. 
Алгебру A  назовем разрешимой, если она обладает таким главным рядом конгруэнций  

2
0 1A nO …       A 

)

 

что 1i A i i(C    

 ал ебр

 для любого . 1i …  n
Как показано в работе [5], класс S  всех разрешимых г  является формацией. 
Теорема 1. Пусть f  – внутренний экран формации  , M  – максимальная подалгебра 

алгебры AS Тогда справедливы ледую ие утверждения: 
1) если 

.  с щ
M  –  -нормальна в A , то M  покрывает каждый f -эксцентральный главный 

фактор алгебры A ; 
2) если M  – -абнормальна в  A , то M  покрывает каждый f -центральный главный 

фактор алгебры A . 

 



А.Д. Ходалевич 

 

134 

Доказательство. Если максимальная подалгебра M  не покрывает главный фактор 
   алгебры A , то согласно лемме 2, M  не покрывает главный фактор A AM M  , пер-

спективный фактору   . Обозначим через ( )AC    . Тогда из леммы 6 следует, что 

( )A A AC M M M A       
Предположим теперь, что M   -нормальна в A . Тогда , следовательно, AA M 

)( ) ( ) ( ) (A A AA M M A f M fA M           . Это и означает, что фактор    являет-

ся f -центральным в A . Утверждение 1) доказано. 
Предположим теперь, что    f -централен в A , но M   -абнормальна в A . По 

лемме 5 ( )A A AA M A M M   

A

. Следовательно, в факторалгебре  максимальная по-

далгебра 
AA M

M M  является -абнормальной. Кроме того, AM M  не покрывает f -

центральный главный фактор A AM M  , поэтому, не ограничивая общности рассуждений, 

можно считать, что A AM O . 

Итак, AO  ,   – минимальная конгруэнция на A  и M A  . 

Если 2
MM O  , то по лемме 8 на A  существует такая конгруэнция   , что 

2
MM O O   , т. е. A  . Противоречие с тем, что   – минимальная конгруэнция на A . 

Поэтому 2
MM O  . Тогда, согласно лемме 9, на A  существует такая конгруэнция   , 

что M M   и 2 2M M    . Поэтому, если 2
MM O  , то получаем противоречие с 

тем, что A AM O . Итак, 2
MM O  . Так как f  – внутренний экран, то 

( )fM A      . Следовательно, A M  . Теперь из f -центральности   следует, 
что . Противоречие. Тем самым теорема доказана. A

Следствие 1. Пусть f  – внутренний экран формации  , M  – максимальная подал-
гебра алгебры AS . Тогда M   -нормальна ( -абнормальна) тогда и только тогда, когда 
M  не покрывает хотя бы один f -центральный (соответственно f -эксцентральный) 
главный фактор алгебры A . 
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Возбуждение плоскости с переменным импедансом 
 

В.П. КУДИН 
 

Развит подход к исследованию возбуждения произвольной системой сторонних источников плос-
кости с переменным импедансом. Для нахождения наводимых на плоскости поверхностных токов 
построено интегральное уравнение. 
Ключевые слова: интегральное уравнение, поверхностный импеданс, функция Грина, численные 
методы. 
 
The approach to research of excitation the plane with variable impedance by arbitrary system of external 
sources is developed. The integral equation is constructed for finding surface currents. 
Keywords: integral equation, surface impedance, Green’s function, numerical methods. 
 
Введение. Задача о возбуждении плоскости с переменным импедансом представляет 

интерес в ряде задач излучения и распространения радиоволн, а также в теории синтеза ан-
тенн и отражающих структур [1], [2]. В [3] предложен итерационный метод расчета поля, 
рассеянного плоской поверхностью с переменным импедансом. Метод развит для двумерной 
задачи. В данной работе метод обобщается на трехмерную задачу. 

Постановка задачи.В полупространстве z > 0 находится заданная система сторонних 
источников э

ст ст,   мj j  (рисунок 1). На плоскости z = 0 ставится граничное условие импедансно-

го типа, связывающее тангенциальные составляющие электрического и магнитного полей  
  ,t tE Z H n , (1) 

где единичный вектор n = (0, 0, –1)Т представляет собой внешнюю нормаль к области z > 0, а 
Z есть квадратная матрица второго порядка, элементы которой в общем случае зависят от 

переменных x и y:  
 
 

 
 

,,
,

, ,

xyxx

yx yy

Z x yZ x y
x y

Z x y Z x y

 
   
 

Z . 

Требуется определить электрический и магнитный токи на поверхности z = 0, а с их 
помощью полное поле в верхнем полупространстве, в частности, поле в дальней зоне, т. е. 
диаграммы направленности системы. 

 

0

z

n

x  nHZE ,

м
ст

э
ст   , jj

 
 

Рисунок 1 – Геометрия задачи 
 

Вывод интегральных уравнений. В дальнейшем понадобятся двумерные векторы ви-

да  Т

x ya aa 


, которые можно рассматривать как усечение трехмерных векторов 

. В последней формуле символ «Т» обозначает операцию транспонирова- Т

x y za a aa
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ния. Легко видеть, что для любой пары a, b трехмерных векторов с нулевыми z-
составляющими и связанных соотношением  ,b n a , их двумерные аналоги связаны фор-

мулой b Πa , где П есть квадратная матрица 

 . 
0 1

1 0

 
 
 




П

   , a b nОбратное преобразование имеет вид , n b  или в двумерном случае 

 1 Т   a Π b Πb Π b . 

На плоскости z = 0 введем эквивалентные поверхностные токи электрического и магнит-
ного типов  э ,J H n ,  м ,J n E . С учетом вышесказанного они могут быть записаны в виде 

 э Т м,      J Π H J ΠE . (2) 

Кроме того, граничное условие (1) примет форму ТE ZΠ H  или 

 м J ΠZ Jэ . (3) 

Поле при z > 0 состоит из двух слагаемых – стороннего (падающего) поля и отраженно-

го поля, создаваемого поверхностными токами эJ  и мJ  [1] 

  ст 2 эgrad div rot
W

k
ik

   E E A Aм , (4) 

  ст 2 м1
grad div rotk

ikW
   H H A Aэ , (5) 

а векторные потенциалы равны 

 э, м э, мGdx dy
 

   


A J , 

где G есть функция Грина для свободного пространства, которая в данном случае записыва-
ется в форме 

 
 

2

exp1

8

i z
G d



 

 
 
 

    
  



κ r r
κ . 

В приведенных формулах k – волновое число для свободного пространства, W – волно-

вое сопротивление, 2 2 2
1 2 k k   2    κκ , причем при вычислении квадратного 

корня следует учесть, что при  2 2
1 2 k   2  Re 0  , а при 2 2

1 2 k  2    (подоб-

ный выбор знаков обеспечивает выполнение условия излучения). Левой скобкой  будем 
обозначать двумерные вектор-строки. 

 Im 0 

Введем двумерное прямое и обратное преобразование Фурье формулами 

          1 2, eF f f f f i d  xp
 

    


κ r κ r r  , 

          1
2

1
, e

4
F f f x y f f i d


 xp

 
    


r κ κ r κ  . 

Тогда 

      э, м э, м
2

exp1

8

i z
d


 

   
  



κ r
A r J κ κ . (6) 

Для поперечных и продольных компонентов полей из (4), (5) с учетом (2) и (6) получим 
в компактном виде 
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   ст э м
2

1
exp

8
W i 



 
     


E E N J Π J κ r κ  z d , (7) 

 ст м э
2

1 1
exp

8
i z

W




          
 

H H N J Π J κ r κ  d , (8) 

 
 ст э м

2

exp

8z z

i zi i
E E W d

k


 

         
 

κ r
κ J Π J κ  , 

 
 ст м э

2

exp

8z z

i zi i
H H d

kW


 

         
 

κ r
κ J Π J κ  , 

Здесь введена квадратная матрица 

 
2 2

1 21

2 2
1 2 2

1 k k

ik i ikk

 
    

 
     

κ κ
N 


I , (9) 

где I – единичная матрица второго порядка. Отметим, кроме того, соотношение det(N) = 1, 
которое проверяется непосредственным вычислением. 

Для получения нужных уравнений в (7), (8) опустим точку наблюдения на плоскость z = 0. 
Затем, применив преобразование Фурье, получим два уравнения, в которых спектральные 
плотности поверхностных токов связаны граничным условием (3) 
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N J Π J
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2

W
 Π J H N J   м , (11) 

В этих формулах стE  и стH  суть спектральные плотности стороннего электрического 

и магнитного поля на плоскости z = 0. 
Можно показать, что уравнения (10), (11) зависимы, т. е. получаются друг из друга путем тож-

дественных преобразований, поэтому в дальнейшем будем рассматривать только первое из них. 
Решение интегрального уравнения. Не ограничивая общности последующих рассуж-

дений, матричную функцию Z(x, y) представим в виде суммы переменной и постоянной со-
ставляющих: Z(x, y) = Z1(x, y)+Z0. В практически интересных случаях в качестве Z0 высту-
пает импеданс земной (или морской) поверхности вне ограниченной площадки, занимаемой 
сторонними источниками (антенной системой). Поэтому в дальнейшем эту величину будем 
считать изотропной, т. е. положим Z0 = Z0I, где Z0 – скаляр. 

Тогда из граничного условия следует м э0 11
F

W W W
  
 

Z Z
J Π J Π J  э 

 ,а уравнение (10) 

окончательно примет вид: 
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Найдем сначала решение для плоскости с постоянным импедансом, т. е. положим Z1 = 0. 
Таким образом, уравнение (12) упростится 
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э(0)0
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E
N I J


 ,  

Используя (П2), запишем решение данного уравнения в базисе κ  и Πκ  
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В общем случае при Z1  0 применяется итерационная процедура по правилу 
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а в качестве начального приближения используется решение (13) для плоскости с постоян-
ным импедансом. 

Заключение. Таким образом, в данной работе сделано обобщение итерационного ме-
тода расчета поля, рассеянного плоской поверхностью с переменным импедансом, на трех-
мерный случай. 

Приложение. Обращение матрицы aN I . 
Сначала решим уравнение 
  a N I x b , (П1) 

где x неизвестный вектор, а a и b – заданные скаляр и вектор соответственно. 
Разложим векторы x и b по ортогональному базису  и  (очевидно, что  = 

0), т. е. положим 1 2x x x κ Πκ  и 1 2b b b κ Πκ . Используя формулу (9), получим 
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, 

т. е. произведение рассматриваемой матрицы на любой вектор имеет простую форму 
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Таким образом, уравнение (П1) примет вид 
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Теперь найдем обратную матрицу  1
a

N I . Первый и второй столбцы этой обратной 

матрицы будут составлять решения уравнения (П1) с правыми частями соответственно 

 Т1 1 0v  и  Т2 0 1v . Разложим эти вектора по базису  и . Для любого вектора  
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Для векторов 1v  и 2v  коэффициенты разложения будут соответственно 
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а решение с учетом (П2): 1 2 11 2
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Для первого и второго столбцов обратной матрицы  1
a

N I  применим коэффициенты 

разложения правой части (П3) и (П4) соответственно. Окончательно обратная матрица будет 
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Кроме того, произведение данной матрицы на любой вектор будет иметь вид 
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Partial two-particle relativistic scattering problems 
and superpositions of δ-shell potentials 

 
V.N. KAPSHAI, S.I. FIALKA 

 
A method for approximate solution of two-particle relativistic equations with analytic potentials, which is 
based on smooth quasipotential replacing by superpositions of delta-potentials is discussed. Expressions 
for the scattering cross section calculation in the case of nonzero angular momentum of the two particle 
system are obtained. For a model potential a numerical analysis of s- and p- scattering states of two-
particle systems is performed, and the partial cross section resonant behavior is investigated. 
Keywords: quasipotential approach, delta-shell potentials, scattering cross section, resonance states. 
 
Обсуждается метод приближенного решения двухчастичных релятивистских уравнений с анали-
тическими потенциалами, который основан на замене гладких квазипотенциалов суперпозициями 
дельта-потенциалов. Получены выражения для вычисления сечения рассеяния в случае ненулевых 
орбитальных моментов двухчастичной системы. На примере модельного потенциала проведен 
численный анализ s- и p-состояний рассеянных частиц, исследовано резонансное поведение пар-
циальных сечений рассеяния. 
Ключевые слова: квазипотенциальный подход, дельта-потенциалы, сечение рассеяния, резонанс-
ные состояния. 
 
1. Introduction. In this paper we investigate the scattering states of two spinless particles of 

the same mass m each on the basis of three-dimensional quasipotential equations of quantum field 
theory [1], [2]. In this approach the interaction between two relativistic particles is defined by the 
quasipotential, which in the momentum representation (MR) depends on the initial and final relative 
momenta of the particles in the center-of-mass system and also on the two-particle energy 2Eq in 
the most general case. Since the problem of relativistic potentials finding in quantum field theory is 
complicated, various phenomenological potentials, not depending on energy, are frequently used by 
analogy with the non-relativistic theory. In addition to that the coordinate dependence of potentials 
in relativistic configurational representation (RCR) is often chosen to be similar to the coordinate 
dependence of non-relativistic potentials. Nevertheless, the number of relativistic problems having 
exact analytical solutions is much less than that in the non-relativistic theory. At the same time, the 
exactly solvable models allow us to draw important conclusions about the general properties of the 
quasipotential equations which contain more complex potentials, not allowing exact solutions. 

In the non-relativistic theory much attention is being attracted by the potentials which are de-
fined with the help of the Dirac’s delta function, since scattering problems for such potentials can 
be solved exactly [3]–[7]. Similar problems have been considered in the relativistic theory as well. 
Exact solutions of the one-dimensional two-particle equations with potentials were obtained in 
[8], [9]. Exact solutions of the three-dimensional equations with a superposition of two shell 
potentials were investigated in detail for s-states (  ) of two spinless particles in [10]. 

d-
d-

0=
The method presented below is for approximate solution of the relativistic two-particle scat-

tering problems with quasipotentials of sufficiently general form, in the case of nonzero angular 
momentum . It is based on the approximation of a smooth quasipotential function by a superposi-
tion of N d -shell potentials. 



2. Relativistic equations in the coordinate representation. We consider the case when the 
quasipotential in the Lobachevsky momentum space is local and spherically symmetric [11, p. 677]. 
In such a case the relativistic integral equations of quantum field theory and the relativistic gener-
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alization of the Schrödinger equation in the integral form [12, p. 264] are analogous. In the relativis-
tic configuration representation (RCR) these quasipotential equations have the form: 

 
0( , ) ( , ) ( ; , ) ( ; ) ( , )q qq r q r G E r r V E r q r dry x y¢ ¢ ¢= + .¢ò

        
 (1) 

 
Here the functions ( , )q rx

 
 are the solution of the free of interaction problem; they implement 

unitary irreducible representations of the Lorentz group [11, p. 659]: 
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1
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m
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.  (2) 

The connection between the Green’s functions in the RCR and the MR is determined by equa-
tion of the form [11, p. 660]: 
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The functions  can take the form of the Green’s functions of the Logunov–

Tavkhelidze , and the Kadyshevsky ( ) equations or their modified versions 
( , ) [10, p. 2]: 
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 (4) 

The problem of three-dimensional integral equation (1) solving can be greatly simplified by 
reducing it to the one-dimensional form. For convenience, we also use the rapidity variable (c ):  

 
sh p pp m nc=
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;  chp pE m c= ;  

p

m
pE

d p m dc= .  (5) 

Scalar plane wave (2), the wave function ( , )q ry
 

 and the Green’s function can be expanded in the 
basis of spherical harmonics [12, p. 38]: 
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Substituting partial decompositions (6) and (8) into (3), it is necessary to execute the integra-
tion over the angles defining the vector p


 direction. Equating then the sums and using the spherical 

harmonic properties one can obtain the formula, connecting partial Green’s functions in the RCR 
with partial Green’s functions in the MR: 

 2( ) *
00 0

( ; , ) ( , ) ( , ) ( , )q p q pG r r m r G E E r d
p

c x c x c
¥¢ = p pc¢ò

  ;  (9) 

Let us perform now the partial analysis of the equation (1). Having substituted expansions in 
spherical harmonics (6), (7), (8) into (1), and integrating over the angles defining the vector  di-
rection, and using the spherical harmonic properties again, we can find the one-dimensional partial 
differential equations in the r-representation: 

r ¢


( )
00

( , ) ( , ) ( ; , ) ( ; ) ( , ) .q q q q qr r G r r V E r ry c x c c y c
¥ ¢ ¢ ¢= + dr¢ò 

  
  
3. Partial waves and partial Green’s functions in the RCR. Using formula (6) it is easy to 

obtain the partial decomposition of the relativistic plane wave in the basis of Legendre polynomials 
[13, p. 80]. Taking into account the explicit form of functions (2), one can easily obtain the integral 
expression for the determination of the explicit form of the partial components of the plane wave: 

 (10) 
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Performing the integration in (11) for , one can write down the explicit form of the 
partial waves in the RCR: 

0, 1=

 ; (12) 0 ( , ) sin( )r m rx c c=

 

cth sin( ) cos( )
1( , ) m r m r m r

m r i
r c cx c -

+
= c .  (13) 

Having substituted (12) and (13) into (9), it can be shown that the partial Green’s functions 
are represented by the following convenient formula ( ; ): ( )m r rr ¢= - ( )m r rr¢ ¢= +
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Green’s functions (4) in rapidity space have the form: 
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 The quantities that make up formula (14) can be calculated using methods of complex analysis; 
it is necessary to simply construct the contour integral and apply the residue theorem [14, p. 146]. Per-
forming calculations at , we obtain:  0=
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  (16) 

It should be noted that these partial components of the Green’s functions (for s-states), calcu-
lated in this way, actually coincide with the results obtained in [8]–[10] by another method. Per-
forming now calculations at , we obtain 1=
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These explicit forms of the partial Green’s functions can be now used at partial equations 
solving. 

4. Approximate solution method. Let us consider the solution of relativistic partial equations 
(10) containing the superposition of potentials, each of which is localized on a sphere of a finite 

radius . According to papers [8]–[10] we use the analogy with the non-relativistic theory for 
the determination of the relativistic scattering amplitude for the relativistic scattering amplitude de-
termination. In the non-relativistic theory the following property is used for finding the scattering 
amplitude: the asymptotic wave function expression at  can be represented as the sum of the 
incident plane wave and the outgoing spherical wave [15, c. 186]. In turn, the asymptotic expression 
of the partial wave function at  has the form [15, p. 187]: 
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here ( )f p  are the partial scattering amplitudes via which the total scattering cross section can be 

determined as the partial scattering cross sections sum [15, c. 89]: 
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Using this approach, we consider the method of approximate solution of relativistic problems with 
smooth potentials, similar to how it was done in the non-relativistic theory [7, c. 534]. This method is 
based on using superpositions of N d shell potentials instead of the analytical (smooth) potential: -

 ( ) 11

22
1

( ) ( ); k kk k
N

r rr r
k k k

k

V r V r r V Vd -- -+

=
 - = ⋅å .  (20) 

Substituting (20) into (10) and integrating with respect to , one obtains r ¢

  
 (21) ( )

0
1

( , ) ( , ) ( ; , ) ( , )
N

q q q k k q
k

r r G r r Vy c x c c y c
=

= + å 
   .kr

ö

÷÷÷÷

ø

Taking equality (20) at points  one can obtain the following linear algebraic equations sys-

tem (LAES): 
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The asymptotic behavior of the wave function (21) at r  will be as follows: ¥
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According to formula (18) one can obtain from (23) the relativistic scattering amplitude: 
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where  are solutions of LAES (22) and  in the four cases under consid-

eration. The total scattering cross section, in accordance with (19), can be then written as 

( , )q kry c ( ) ( , , 0, 0)j q qc c c=
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Thus, substituting the parameters of potential (20) and the explicit form of the partial waves (12), 
(13) and the Green’s functions (16) and (17) into (22), one can easily calculate the scattering ampli-
tude (24) and scattering cross section (25). 

5. Numerical analysis example of the scattering problem with a model potential. Con-
sider the numerical analysis algorithm on the model potential example [7, c. 538], allowing the exis-
tence of resonance states: 

2( ) rV r A r e-= .  (26) 

 First, we approximate this smooth potential by a superposition of N shell potentials. The 
choice of the approximation method determines how quickly the numerical solution approaches the ex-
act solution. We used several methods and identified how features of the potential define the best. Then 
we construct the mesh of the potential and the resulting coordinate array and the potential value array 
and use them for the scattering amplitude (24) calculating and the partial cross section (25) finding. 

d-

Figure 1 shows the dependence of the partial cross sections s  on the two-particle energy E q 

for all Green’s functions (j=1–4). The left picture shows the results in the  case ( s0=  states), 
the right one – in the  case (1= p  states). For these calculations we used the superposition of 

fifty -shell potentials (N=50). Analysis of the partial cross sections shows that their dependence 
on the angular momentum   has many similarities with according results in the relativistic one-
particle scattering problem case [16, c. 187]. Partial cross sections have the following feature: in the 

 case the cross section has its maximum value at E

d

0=


q =m , on the other hand for all other values 
of  the partial cross sections tend to zero at E q =m . Partial cross sections are significantly different 
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from zero only in a certain energy range, with the increasing this range moves to the larger en-
ergy area. It gives excellent opportunity to exactly construct the total cross section for some energy 
interval using formula (25).  

-

 

 
 

Figure 1 – The dependence of the partial cross sections  and  on energy  (m = 1 MeV) 0s 1s qΕ

 

The obtained dependence of partial cross sections on energy qE  has resonant character [15, p. 238]. 

At the resonance energy one can see a sharp increase of the scattering cross section. The number of 
resonant states increases with the parameter A  increasing. The partial cross section energy depend-
ence tends to a certain limit (exact solution) with the parameter  increasing. The positions of the 
resonance peaks (especially narrow ones) on the energy scale is determined quite accurately already 
with a small number of potentials. The maximum errors of solutions are observed near the reso-
nance energies. The relative error in the   case does not exceed 1,5 % (in the  case – 
10 %), for the numerical calculation parameters taken. It is important to note that even with a small 
amount of potentials it is possible to obtain qualitatively correct description of the physical 
process of particle interaction. 

N

0= 1=

d-

6. Conclusions. In this paper it is shown that the method, based on the analytical potential re-
placing by superpositions of delta-potentials is effective in solving the two-particle equations of 
quantum field theory for the scattering states. Even for small number of delta-functions ( 50N  ) 
the method allows us to obtain sufficiently accurate results for the partial and total cross sections 
and predict with good accuracy the positions and nature of the resonances. The study of the provi-
sions of the resonances in the complex energy plane at non-zero values, which will be discussed 
in a separate paper, is of great interest. 

-
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Multiple reflections method in the problem of inclined electromagnetic wave 
incidence on the layered planar biisotropic medium 

 
V.N. KAPSHAI, A.A. SHAMYNA 

 
Expressions for the energy transmission and reflection coefficients are obtained in the method of multiple 
reflections for the case of a plane monochromatic electromagnetic wave inclined incidence on planar biisot-
ropic medium, containing an arbitrary number of layers. These coefficients are expressed in terms of trans-
mission and reflection coefficients at the interfaces of neighboring layers and phase factors. Numerical 
analysis of the expressions obtained is performed for the periodic structure example. The obtained depend-
ences of the transmission and reflection coefficients on the angle of incidence are oscillatory in nature and 
contain a series of highs and lows. 
Keywords: biisotropic medium, planar layered structure, inclined incidence, multiple reflections method, 
transmission and reflection coefficients, Pointing vector. 
 
Методом многократных отражений получены выражения для энергетических коэффициентов про-
хождения и отражения плоской монохроматической электромагнитной волны при её падении на 
планарную биизотропную среду, содержащую произвольное количество слоёв. Эти коэффициенты 
выражены через коэффициенты прохождения и отражения на границах раздела смежных сред, и 
фазовые множители. Проведен численный анализ полученных выражений на примере периодиче-
ской структуры. Полученные зависимости коэффициентов прохождения и отражения от угла па-
дения имеют осциллирующий характер и содержат ряд максимумов и минимумов. 
Ключевые слова: биизотропная среда, планарная слоистая структура, наклонное падение, метод 
многократных отражений, коэффициенты прохождения и отражения, вектор Умова-Пойнтинга. 
 
Introduction. Composite and natural materials, in which magnetoelectric effect becomes ap-

parent, provoke great interest in electrodynamics. Such materials can be natural, chromium sesqui-
oxide (Cr2O3) is among them [1]. Its properties can be described using the model of uniaxial Tel-
legen media that possesses a nonreciprocity property. One of the major differences between biisot-
ropic and other media is that only circularly polarized waves can propagate in such media. The me-
dia that possess the properties of nonreciprocity and chirality simultaneously are called biisotropic. 
Biisotropic media are characterized by the constitutive relations: 

 ( ) ; ( )D E i H B i E H          
    

  (1)  
The vectors  in ,D B

 
(1) are the vectors of electric and magnetic induction; are the vectors of 

electric and magnetic field intensity; 
,E H
 

,   are dielectric and magnetic permeability; ,   are the 
parameters of chirality and nonreciprocity respectively. 

Earlier the problem of transmission of a plane electromagnetic wave through planar bounda-
ries in case of normal and inclined incidence was discussed in [2]–[3]. The problem of transmission 
through the biisotropic layer and through a system of biisotropic layers in case of normal incidence 
was described in [4]–[8]. In this article, the problem of transmission and reflection of electromag-
netic wave in case of inclined incidence on a system of biisotropic layers is solved using the method 
of multiple reflections. 

1. The problem statement. Let us consider multilayer system consists of biisotropic slabs, and 
let us choose a right-handed Cartesian coordinate system so that Oz -axis is orthogonal to the bounda-
ries, and Oy -axis lays in the plane between media 1 and 2. Let number of biisotropic layers equals N  
and thickness of the p -th layer is pd  ( 2 1p N   ). Thus structure of the system is the next: 

– the area  is filled by the medium 1 that has the parameters 0z  1 1 1 1, , ,    ; 

– position of the p -th layer that is filled by the biisotropic medium p  with parameters 

, , ,p p p p   
 
is defined by the conditions 

1

2 2

p p

i i
i i

d z d


 

   ; 
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– the area 
 
is filled by the biisotropic medium  with parameters 

1

2

N

i
i

d




 z N , , ,N N N N    . 

The waves that propagate in the direction of increasing and decreasing of -coordinate can be 
denoted by the symbols 

z
  and  in superindex to the left of the ordinal number of the medium. 

The incident wave with polarization   can be described by the equations 

    1
1 1 1 1; .

i k r t 1 1E m i l E e H b E 

     
        
   

  (2) 

and the transmitted and reflected waves in the p -th medium look like this: 

     
; ; 2

p
pi k r d tp p p p p pE m i l E e H b E p 

     
            N
      (3) 

     
; ; 1

p
pi k r d tp p p p p pE m i l E e H b E p N 

     
            
 

1,
     (4) 

the subscript is responsible for the wave polarization ( 1   ) – right-handed polarization, 1    – 
left-handed polarization); the unit vectors  

      1;0;0 ; 0;cos ; sin ; 0; cos ; sinp p p p pm l l    
p
        

     (5) 
are directed perpendicularly to the direction of propagation of the corresponding wave. The angle 

p
  in (5) is the angle between -axis and the direction of the wave propagation, which is deter-

mined by the refraction and reflection laws. In equations 

Oz

(2)–(4) we use the vectors  

     
1

2

2 2
0;sin ;cos ; 0;sin ; cos ; 0;0;1 ,

p
p p p p p p p p

p p
i

k n k n d d       
    
 


 



      
  

   (6) 

which are the wave vectors (the first and the second one) and the shift vector of the grid origin in 
the p  th medium; the coefficients in (2)–(6) 

  2 2/ ;p p
p p p p p p p pb i n  p                 (7) 

are the proportionality coefficients between electric and magnetic intensities ( pb ) and the refractive 

index ( pn ) for the wave which has polarization   and propagates in medium p . The coefficients 
pb  and pn  in (7) can be obtained by solving the Maxwell equations in biisotropic medium. 

The scheme of the problem is presented in figure 1. 
 

 
 

Figure 1 – The scheme of the electromagnetic wave propagation in case of inclined incidence  
on the layered biisotropic medium 

 
Here and below the right-handed polarized waves are denoted by solid arrows and the left-handed 
polarized waves are denoted by dashed arrows. It is required to find the transmission and reflection 
coefficients of the system of biisotropic layers using the method of multiple reflections. 

2. The single layer. Let us find the transmission and reflection coefficients for the first three 
media under an assumption of other media absence. The scheme is presented in figure 2a. 
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Figure 2 – The scheme of propagation of the electromagnetic wave through the first three media: 
a) from the medium 1 to 3; b) from the medium 3 to 1. 

 
Let us write down the equations that connect amplitudes of the waves using the reflection and 

transmission coefficients: 

 

  (8) 
2 2 2 23 2 2 23 2 2 2 21 2 21 1 12

2 2 2 23 2 2 23 2 2 2 21 2 21 1 12

/ ;

/ ;

E E E E E E E

E E E E E E E

 

 

       
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      
             

      
             
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
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;

,

2where 2 2
2exp cosik d   

2

 – the phase shift between lower and upper boundary. 

Solving the equations set (8), one can obtain unknown variables . Using 

them, one can calculate the other amplitudes of the waves: 

2 2 2, , ,E E E E   
   

 1 1 12 2 21 2 21 ;E E E E         
        

3 2 2 23 2 2 23 ,E E E       
        (9) 

where 1   . The formulae for the reflection and transmission coefficients are presented below: 

 13 3 1 13 1 1/ ; /T E E R E E .     
       (10) 

Reasoning in the same way, one can find the coefficients 

 31 1 3 31 3 3/ ; /T E E R E E     
    

;

.

  (11) 
for the wave that propagates from the third to the first medium. The scheme of this problem is pre-
sented in figure 2b. For this case the set of equations has the following form: 

  (12) 
2 2 2 21 2 2 21 2 2 2 23 2 23 3 32

2 2 2 21 2 2 21 2 2 2 23 2 23 3 32
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/ ;
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

    
The other amplitudes of waves can be found after solving (12) using the next equations: 

 3 3 32 2 23 2 23 1 2 2 21 2 2 21; .E E E E E E E                   
                (13) 

The equations (13) are analogous to (9). 
3. The double layer. Let us consider propagation of the electromagnetic wave from the first 

to the fourth medium. The scheme is presented in figure 3a. Let us replace the area between the 
third and the first medium with a conventional boundary, which has the transmission and reflection 

coefficients 13 13 31 31, , ,T R T R    . Then the scheme takes the form presented in figure 3b (the conven-

tional boundary is denoted with the double line). 
 

   
 

Figure 3 – The scheme of propagation of the wave from the first to the fourth medium in case of inclined 
incidence: a) full form; b) short form. 
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One can see that in figure 3b a problem arises, which is analogous to the one considered 
above. Reasoning in the same way, one can obtain the set of equations for new transmission and 
reflection coefficients:  

  (14) 
3 3 3 34 3 3 34 3 3 3 31 3 31 1 13

3 3 3 34 3 3 34 3 3 3 31 3 31 1 13

/ ;

/ ;

E E E E E R E R E

E E E E E R E R E

 

 

    

    

      
             

      
             

     


    

;

,

T

T

Having solved the equations set (14), one can write down the new reflection and transmission 
coefficients by analogy with the formulae (9)–(10): 

 1 1 13 3 31 3 31 ;E E R E T E T    
   

      4 3 3 34 3 3 3 ;E E E 4
       

        (15) 
 14 4 1/T E E   ;      14 1 1/ .R E E  

    (16) 
Then one can find the coefficients 41T  and 41R  in the same way as in (11)-(13): 

 41 1 4/ ;T E E  
      41 4 4/ .R E E  

    (17) 

The set of equations for this case are: 

 
 (18) 

3 3 3 31 3 3 31 3 3 3 34 3 34 1 43

3 3 3 31 3 3 31 3 3 3 34 3 34 1 43

/ ;

/ ;

E E R E R E E E E

E E R E R E E E E

 

 

    

    

      
             

      
             

     


    

;

,




We also need by analogy to (15) the next amplitudes: 

 
1 1 43 3 34 3 34 ;E E E E         

           4 3 3 31 3 3 3 .E E T E T 1
     

        (19) 
The transmission and reflection coefficients can be found by substituting (19) into (17). 

4. The arbitrary system of layers. Let us generalize the solution so that it can be used in 
case of several layers. Let p  be ordinal number of the medium. The scheme of this problem is pre-
sented in figure 4a.  

 

   
 

Figure 4 – The scheme of propagation from the p -th to the  1p  -th medium 

 
Then the set of equations for the electromagnetic wave that propagates from the first to the medium 

 have the following form:  1p  
1

1

;

,

p

pT

1p p

  (20) 
   

   

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

/ ;

/ ;

p p p pp p p p p p p p p p p

p p p pp p p p p p p p p p p

E E E E E R E R E T

E E E E E R E R E

 

 

    

    

       
             

       
             

     


    
Having solved the set of equations (20), one can find the other amplitudes of waves in the problem  

    
     1 11 1 1 1 1; .p p pp p p p p p p p pE E R E T E T E E E                 

              

1.

 (21) 
Then transmission and reflection coefficients can be found using formula 

      1 1 1 1 11 1/ ; /p p pT E E R E E    
   


      (22) 

The coefficients 

   (23)          1 1 1 1 1 1 11 / ; /p p p pT E E R E E     
         p

can be found in the same way as in (17). The scheme of this case is presented in figure 4b. 
Analogous set of equations is 
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 (24) 

     

     

1 11 1 1

1 11 1 1

/ ;

/ ;

p p p p p pp p p p p p p p p p p

p p p p p pp p p p p p p p p p p

E E R E R E E E E

E E R E R E E E E

 

 

     

     

       
             

       
             

     


    

1

1

;

;





p p

  
       1 1 1 11 1 1 1; .p p p p p p pp p p p p pE E E E E E T E T                    

                (25) 
Having found 1 1 1, , ,p p p pT T R R 1

     for each 2 p N 1  
1 1,N NR

, using then (20)-(25), one can come to cal-

culation of the coefficients T R1 1, ,N N T    . The energetic reflection and transmission coeffi-

cients can be obtained using the formula for absolute value of the Pointing vector: 

 
 

 
 

1 11
2 21 1 1 1

1 11 1 1 1

Im( ) Re cosRe cosIm( )
Τ ; R

Im( ) Re cos Im( ) Re cos

N NN
N N N N

bS Sb
T R

bS S b

 
   

    



 

 

 
   

 

  .


  (26) 

Computational check shows that the formulae obtained here give the same results for particu-
lar case of normal incidence as the formulae, which were found by means of the matrix method [5]. 

5. Computational analysis. Let the layers of the biisotropic medium 2 with thickness  are 

placed in the biisotropic medium 1 at a distance  from each other. Let us plot dependence of the 

energetic reflection coefficients on the angle of incidence in case of two, three and four layers of the 
medium 2 (fragments a, b, c on the figure 5 respectively). 

2d

1d

 

    
 

Figure 5 – The scheme for different number of layers of medium 2: 
a)  (two layers); b) 5N  7N   (three layers); c) 9N   (four layers) 

 
Results of computations are presented on the figures 6–9.  

     
 

Figure 6 – The plots for the energetic reflection coefficients in case of two layers of the biisotropic medium 2:  
a solid line – 1   , a dashed line – 1   ; polarization of the incident wave: a) 1   ; b) 1    

 
The plots that reflect dependence of reflection coefficient on the angle of incidence are similar for 
different polarizations of incident wave. Figure 6 shows the dependence of the reflection coefficient 
on polarization of the incident wave. Number of layers on the figure equals two ( ). Parame-
ters of the biisotropic media are written on the plot. The angle by the abscissa axis is for left-handed 
polarized incident wave. The angle for right-handed polarized wave can be found using the Snell 
law. Solid lines denote reflection coefficients for the right-handed polarized reflected waves, dashed 
lines denote reflection coefficients for the left-handed polarized reflected waves. A lot of maxi-
mums and minimums can be seen on each plot. Other features can be seen in the next figures. 

5N 

The figure 7 shows two plots for the cases when some of parameters of the both media are 
equal. On the plot (a), coefficient b  is the same for the media 1 and 2. On the plot (b), coefficient 
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n  is the same for the media 1 and 2. It can be seen that right-handed polarized reflected wave is 

absent in the first case and left-handed polarized wave can be registered only for . 1 1.5rad 

     
 

Figure 7 – The plots for the energetic reflection coefficients in case of two layers of the biisotropic medium 2:  

a solid line – 1   , a dashed line – 1   ; a) 1b b2
  ; b) 1 2n n 

2d

  

 
The comparison of influence of  and  on reflection is presented on the figure 8. Increas-

ing of  or   leads to increasing of number of maximums on the plots. There are two layers of 

the medium 2 and only one layer of the medium 1 in the structure. So increasing of  leads to 

more significant change in the plot than increasing of . It also can be seen that the envelops of the 

maximums have the similar form in both cases. 

1d 2d

1d 2d

1d

 

      
 

Figure 8 – The plots for the energetic reflection in case of two layers of the biisotropic medium 2:  
a solid line – 1   , a dashed line – 1   ; a) ; b)  2d d 1 1 2d d

 
Figure 9 shows the dependence of the reflection coefficient on the number of layers. 
 

     
 

Figure 9 – The plots for the energetic reflection in case of three (a) and four (b) layers of the biisotropic me-
dium 2: a solid line – 1   , a dashed line – 1     

 
It is noticeable that increasing of the number of the layers leads to increasing of maximum value of 
the reflection coefficient and the number of maximums on the plot. The envelops of the maximums 
have similar form in figures 8 and 9. 
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Conclusions. The obtained formulae for the reflection and transmission coefficients can be 
used to find the complex and the energetic reflection and transmission coefficients of the layered 
planar medium of any size. Advantage of this method is that it doesn’t require knowing the parame-
ters of the medium. It uses only the transmission and reflection coefficients on the boundaries and 
the phase coefficients. The merit of the method of multiple reflections in comparison with matrix 
method is that all computations can be performed with relatively small numbers. This method is 
also well applicable for calculation of periodic structures because the transmission and reflection 
coefficients calculated once for the boundary of two media can be used repeatedly for the same 
boundaries in a periodic structure. The final formulae were verified by the matrix method. These 
two methods give the same numerical results for the same biisotropic structures. 

Numerical analysis showed that the dependence of reflection coefficient on the angle of inci-
dence have a lot of maximums and minimums. Form of the envelop of maximums mostly depends 
on parameters of the media in the structure. Increasing of the number of layers or their thickness 
leads to growth of the number of maximums on the plot. Reflected wave of left-handed or right-
handed polarization can be absent if some parameters of the different media are close. 

Authors express gratitude to H.M. Hadleuskaya for useful discussions. 
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Компьютерное моделирование процессов лазерного 
экспонирования фоторезистов 

 

А.Н. КУПО, А.С. ПОБИЯХА 
 
Представлены результаты численного решения задачи, в которой рассматривалась фотохимиче-
ская реакция экспонирования фоторезиста. В качестве объекта исследования рассматривалась про-
зрачная среда с заданным значением концентрации светочувствительного компонента. Определя-
лось влияние толщины слоя фоторезиста и времени экспозиции на изменение интенсивности ла-
зерного излучения и концентрации светочувствительного компонента. 
Ключевые слова: фоторезист, экспонирование, моделирование фотохимических реакций. 
 
The results of a numerical solution of the problem, studied photochemical reaction exposure of the photore-
sist are presented. The object of study is transparent environment with a given concentration of the light-
sensitive component. Influence of the layer thickness of the photoresist and the exposure time to change the 
intensity of the laser radiation and the concentration of the light-sensitive component is determined. 
Keywords: photoresist, exposure, modeling of photochemical reactions. 
 
Введение. Процесс фотолитографии включает в себя большое число стадий, каждую из 

которых можно охарактеризовать несколькими параметрами, поэтому его оптимизация при 
использовании экспериментальных методов весьма неэффективна. Невозможно осуществить 
оптимизацию всех параметров при помощи большой серии литографических экспериментов, 
проведенных при переборе всех возможных значений параметров. 

Проблему можно упростить, а иногда и полностью устранить, если воспользоваться 
методами математического моделирования и машинными экспериментами [1], [2]. Модели-
рование фотолитографии позволяет проводить машинные эксперименты в виртуальном ок-
ружении, что может быть значительно быстрее и дешевле, чем полномасштабные экспери-
менты с использованием реальных заготовок. 

Преимущества проведения математического моделирования фотолитографии очевид-
ны: они не являются слишком дорогими и не требуют для своего проведения большого вре-
мени, а моделируемые ими эксперименты могут быть проведены при большем числе техно-
логических параметров, чем используемом для экспериментальной оптимизации технологи-
ческого процесса. 

Компьютерное моделирование в фотолитографии. В настоящее время существуют 
программные продукты, которые позволяют точно моделировать процесс дифракции и иных 
искажений на границе раздела фотошаблон-экспонируемая подложка. На примере (рису-
нок 1) показан результат моделирования профиля фоторезистивной маски для структуры 
0,35 мкм темный элемент/зазор и изолированного элемента 0,35 мкм. 

 

         
 

Рисунок 1 – Математическая модель структуры элемент/зазор 0,35 мкм (без оптических аббераций 
объектива) и изображение полученной методом растровой электронной микроскопии 
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Наиболее известным вычислительным комплексом для решения вышеуказанных задач 
является пакет программ PROLITH [5]. В результате вычислений получаются зависимости 
профилей проявления от технологических параметров процесса экспонирования и проявления. 
Исходными параметрами для моделирования являются параметры оборудования для нанесе-
ния, экспонирования и проявления фоторезиста, тип фоторезиста, режимы обработки. Пример 
технического задания на моделирование техпроцесса приведен в таблице 1. 

 
Таблица 1 – Пример технического задания на моделирование 

 

Формируемая 
структура 

Темный элемент 700 нм в зазоре 400 нм 

Активный слой Si3N4 200 nm-Poly-SI 50 nm-SiO 20nm-Si 

Тип фоторезиста SPR 955-1,1 CM 

Режимы нанесения d=l,05±0,05 мкм, T=100°C, 90 sec. 

Экспонирование NSR2205illD Апертура объектива NA=0,63 
Апертура осветительной ситемы NA=0,38  

Проявление Проявитель Megaposit CD-26A 60 сек 

Задачи моделирования: 1.Оптимизировать температуру постэкспозиционной сушки (РЕВ) 
2. Оптимизировать толщину пленки фоторезиста  

 
На рисунке 2 представлен результат компьютерного моделирования. 
 

 
 

Рисунок 2 – Изображение профиля фоторезистивной маски структуры элемент/зазор 0,35 мкм, 
полученное в результате компьютерного моделирования 

 
Математическое моделирование фотохимических процессов. Моделирование ста-

дии фотохимической реакции и, особенно, стадии проявления – задача нетривиальная. Для 
последних стадий используются достаточно примитивные модели. Одним из альтернативных 
подходов является разработка специальных систем математических уравнений для описания 
фотохимической кинетики, допускающих точные решения [3], [4]. 

Пионерские работы в этой области выполнены Диллом и его последователями. Соглас-
но его модели поглощение света в слое толщиной d является функцией молярных коэффици-
ентов поглощения ингибитора a1, новолачной смолы a2 и продуктов фотолиза a3. Далее де-
лается предположение о том, что доля непрореагировавшего ортонафтохинондиазида M(x,t) в 
момент времени t является функцией следующих параметров: А – функция поглощенного 
излучения; В – не зависит от поглощенного излучения, С – функция светочувствительности. 
Параметры А, В и С являются функциями длины волны и подбираются экспериментально. 
Скорость проявления R зависит от химического состава фоторезиста, величины М и состава 
проявителя. Для постоянных условий эксперимента можно определить функцию R = f(M), 
которая описывает проявление конкретного фоторезиста в данном проявителе. 
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В случае одинаковых показателей преломления подложки и позитивного фоторезиста 
изменение интенсивности излучения I и нормализованной концентрации светочувствитель-
ного компонента M в зависимости от глубины (расстояния от поверхности) x и времени экс-
понирования t выражаются следующими уравнениями: 
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Параметры А, B и С можно определить экспериментально для каждой партии фоторе-

зиста по формулам: 
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После численного интегрирования уравнений (1) и (2) с учетом граничных условий (3) 
и (4), получаем распределение светочувствительного компонента по объему фоторезиста в 
процессе его экспонирования. 

Функцию R = f(M) можно определить экспериментально. Часто пользуются эмпириче-
ским соотношением: 

2
1 2 3( ) exp( )R M E E M E M     ,             (8) 

где Е1, Е2 и Е3 – эмпирические параметры. 
Использование соотношений (1)–(8) позволяет проанализировать зависимость динами-

ки интенсивности излучения I и нормализованной концентрации светочувствительного ком-
понента M от времени экспозиции t и толщины слоя фоторезиста. 

 

Рисунок 3 – Зависимость нормализованной концентрации светочувствительного компонента от 
толщины слоя фоторезиста, рассчитанная для различного времени экспозиции 
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Полученные зависимости, представленные в относительных единицах, изображе-
ны на рисунках 3 и 4. Из приведённых на рисунках графиков видно, что распределение 
относительной концентрации в слое электролита толщиной 0,1 мм, в процесс обработки 
практически однородно по толщине (отклонение составляет  (10–15) ), при этом с 
увеличением времени экспозиции в пределах (1 ÷ 10) с уменьшается в 4–5 раз. Интен-
сивность экспонирующего лазерного излучения в начале процесса уменьшается на 25  
при прохождении толщины слоя 0,1 мм, однако с течением вмени доля поглощённого 
излучения уменьшается до 13 , что согласуется с соответствующим уменьшением 
концентрации светочувствительного компонента. 

 

 
Рисунок 4 – Зависимость относительной интенсивности излучения от толщины слоя  

фоторезиста, рассчитанная для различных времен экспозиции 
 

Заключение. В результате проведенных исследований разработаны и созданы матема-
тические модели фотохимических процессов, протекающих при экспонировании фоторези-
стов. Сделан анализ существующих математических моделей. Показана целесообразность 
использования методов математического моделирования для исследования процессов фото-
травления. На основании модели Дилла [5] разработана математическая модель и проанали-
зированы зависимости динамики интенсивности излучения и нормализованной концентра-
ции светочувствительного компонента от времени экспозиции и толщины слоя фоторезиста. 
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Оценка и картографирование ландшафтного разнообразия Беларуси 
 

А.С. СОКОЛОВ 
 
Выполнена оценка ландшафтного разнообразия Беларуси с использованием способа «скользящего 
квадрата» и расчёта индекса разнообразия Шеннона. Результаты представлены в виде карты изо-
линий значения индекса. Выделены ареалы повышенного и пониженного значения ландшафтного 
разнообразия. 
Ключевые слова: ландшафтное разнообразие, оптимизация природной среды, охраняемые при-
родные территории, индекс разнообразия Шеннона. 
 
The assessment of landscape diversity of Belarus using the «moving square» and the calculation of the 
Shannon diversity index is given. The results are presented in map form ISO-lines of the index value. Areas 
of high and low values of landscape diversity are allocated. 
Keywords: landscape diversity, environment optimization, protected nature areas, Shannon diversity index. 
 
Ландшафтное разнообразие является неотъемлемым компонентом разнообразия при-

родной среды, основой сохранения биологического разнообразия и условием устойчивого 
развития территории. Без учёта ландшафтного разнообразия невозможно эффективное вы-
полнение задач по охране, рациональному использованию и оптимизации геосистем, созда-
нию и совершенствованию сети особо охраняемых природных территорий. 

Один подходов к изучению ландшафтного разнообразия, сложившихся к настоящему 
времени, основан на качественном и количественном анализе ландшафтной структуры тер-
ритории с использованием ландшафтных карт и различных математико-статистических ко-
эффициентов. В этом случае под ландшафтным разнообразием понимается число и частота 
встречаемости природно-территориальных комплексов (ПТК) в пределах какого-либо регио-
на, являющее структурно-генетическую неоднородность территории, связанной, прежде все-
го, со свойствами литогенной основы [1]. При этом рассматриваться может вариабельность 
морфологических единиц (урочищ, фаций) в пределах ландшафта (морфологический аспект), 
разнообразие видов ландшафтов в пределах рода или ландшафтного района (таксономиче-
ский аспект) [2], вариабельность видов и родов в пределах административно-
территориальных единиц либо иных территорий, например, особо охраняемых природных 
территорий (ООПТ) или элементов геометрически правильной сетки (территориальный ас-
пект). Помимо этого, разнообразие природных ландшафтов может изучаться и оцениваться с 
учетом их внеранговых структурных особенностей, когда ПТК разделяются на доминантные, 
субдоминантные и редкие, выполняющие различные экологические функции (структурно-
экологический подход). Следовательно, ландшафтное разнообразие необходимо рассматри-
вать в качестве сложного интегрального показателя, отражающего характер системной орга-
низации ландшафта и особенности выполнения им природных функций [2]. 

Целью настоящей работы является оценка ландшафтного разнообразия территории Бе-
ларуси, выявление ареалов его повышенного и пониженного значения и выделение регионов, 
отличающихся спецификой антропогенных воздействий и экологического состояния. 

Методологической основой исследования является концепция географического поля, 
предложенная В.А. Червяковым [3] и представляющая собой систему представлений о ре-
альных и абстрактных полях и поверхностях, способах их картографического изображения и 
географической интерпретации. Понятие поля здесь не физическое, а абстрактно-
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математическое и предполагает наличие пространства, в каждой точке которого определено 
числовое значение некоторой величины [4]. При этом поле рассматривается как функция по-
ложения точки в пространстве и времени. В таком виде объём понятия «поле» охватывает 
уже не только природные, но и социально-экономические явления. Картографическим пред-
ставлением таких полей могут быть карты изолиний или псевдоизолиний. 

Для количественной оценки ландшафтного разнообразия широко применяется индекс 
разнообразия Шеннона [5], [6]: 

2
1

log
n

i i

i

s s
H

S S

   ,               (1) 

где si – площадь i-го вида ландшафта, S – общая площадь территории, n – количество видов 
ландшафтов на данной территории. 

Ландшафтное разнообразие является таким показателем, который может быть объек-
тивно определён только для какой-либо территории и, следовательно, носит дискретный ха-
рактер. В то же время для изолинейного представления ландшафтного разнообразия терри-
тории в виде непрерывного поля (являющегося оптимальным в силу отсутствия наперёд за-
данных границ разной степени условности) необходимо определение его значения в точках, 
равномерно размещённых по всей оцениваемой территории. Для этого нами был использо-
ван способ «скользящего кружка» [4]. Территория Беларуси была покрыта сетью точек (все-
го 119) на расстоянии 0,5° друг от друга, вокруг каждой точки была описана окружность 
диаметром 70 км. Для каждой окружности рассчитывался индекс Шеннона по тем видам 
ландшафтов, которые попали в её пределы. Источником информации о ландшафтной струк-
туре территории являлась ландшафтная карта Беларуси [7]. Полученные значения присваи-
вались точкам в центрах окружностей. По этим данным была построена карта изолиний зна-
чений ландшафтного разнообразия на территории Беларуси (рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Карта-схема ландшафтного разнообразия территории Беларуси 
 
Минимальное значение ландшафтного разнообразия, рассчитанное для точки, состави-

ло 1,24, максимальное – 3,66. Среднее значение равно 2,90, медиана – 2,97. Соотношение 
территорий с различным значением данного показателя показано в таблице 1. 
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Таблица 1 – Доля территорий с различными значениями ландшафтного разнообразия от общей 
площади территории Беларуси 

 
Значение Доля, % Значение Доля, % Значение Доля, % 

менее 1,5 1,7 2,0–2,5 25,3 3,0–3,5 29,9 
1,5–2,0 16,7 2,5–3,0 24,4 более 3,5 1,9 

Наиболее высокие значения ландшафтного разнообразия характерны для северной Бе-
ларуси (Поозёрская ландшафтная провинция), а также для возвышенных участков Белорус-
ской возвышенной ландшафтной провинции, приуроченных к районам распространения 
холмисто-моренно-эрозионных ландшафтов. На этих территориях находится почти все ареа-
лы, в пределах которых значение ландшафтного разнообразия превышает 3,5, а в целом зна-
чение разнообразия больше 3 наблюдается почти повсеместно. Выше среднего разнообразие 
и на юге Предполесской провинции. 

В центральной части страны наблюдается ареал относительно низкого разнообразия 
(меньше 3). Он расположен преимущественно в пределах Центрально-Березинской равнины 
и огибает Минскую возвышенность с востока. На юге изолиния со значением 3 достаточно 
близко повторяет изогипсу 150 м, отделяя Полесскую и Приднепровскую низменности, ко-
торые отличаются пониженным значением ландшафтного разнообразия практически на всей 
территории (наиболее низкие значения (менее 2,5) характерны для Припятского, Мозырского 
и южной части Гомельского Полесья). 

Региональные особенности ландшафтного разнообразия необходимо учитывать при 
анализе хозяйственного использования территорий, выделении и систематизации особо ох-
раняемых территорий. Например, территория с высоким ландшафтным разнообразием более 
пригодна для рекреационного освоения, чем с низким. На них следует ожидать большого 
разнообразия видов и форм использования ландшафтов, тогда как на территории с малым 
разнообразием преобладает одно или несколько близких по характеру форм природопользо-
вания. Ареалы с высоким ландшафтным разнообразием являются ключевыми звеньями со-
хранения разнообразия биологического, поэтому они должны в первую очередь являться 
объектами охраны и заповедания. 
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